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@(^Tift uitt> S)TttiI »on ^r« ^Sulnnaiiit in ^attnocnr. 



öorrebe* 



®i18 Dorliegenbc Sßerf Ijat in btx ©cftnlt, tüte c6 ^icr 
erfc^eint; feine Sntflef^nng htm Umjlanbe jn üerfcanfen, bnf 
bnöfefbe bnjn anSerfe^en tüorben ifl, ben mat^ematift^en 
Sßorträgcn fo wie ben barcnif geflüfeten SSorFefnngen über 
a3aufun|l unb SDlafc^lnenle^re an ber ^iefigen jDortjtec^mfc^en 
<Sij\xU jnm ®runbe gelegt ju roerben. 3rf) f)ait btx an 
nüä) ergangenen Jfufforberung jnr Ueberna^me biefer Se* 
arbeitimg um fo lieber entfprot^en^ alö ic^ Urfac^e f)abt 
ju glauben^ baj^ biefe8 SBerf eines ber erfien SEecbnifer ber 
neueren 3eit, bei feiner @igentt)ümlid^feit, unb trofe ber 
fonfl f(^on üorijanbenen 35arfiellungen ber Differential* 
unb Sntegralret^nung , aui} in n^eiteren Greifen ^ benen 
baB Original nic^t jugängig ifJ, »erbe auf Jöeifatt ju 
rechnen ^aben. 

Da8 Original ifi unter bem Sitel : R^sum^ des le^ons 
d'analjse dorniges k T^cole poljtechniqae par M. Na- 
vier etc. in ben Sauren 1840 unb 1841 ju ^ariS erfc^ie* 
neu. Zufolge einer furjen Sfnjeige im erften ©anbe , Ijat 
ber SSerfajfer ben Sejrt feiner ffiorfefungen urfprünglic^ in 
iit^ograpl^irten blättern feinen ©t^ülern mitgetfjeilt) na^ 
tiefen ^Blättern \\i, waö:} bem Sobe bes SBerfafferS, unter 
ber llebern?a(]^ung t?on 8iout)ilIe unb Satalan bie ^erauS* 
gäbe erfolgt, begleitet tjon ben am ©(^luffe beigefügten 
3ufäfeen beö ©rfletenj unb, ttJie man üermutf^en barf, bient 
baö äBerf noch je^t ben betreffenbcn 83orIefungen an ber 
poU;te(^nif(^en (Scl)ule ju ^ariö jur ©runblage.*) 

S)cr §auptfac^e nad) peHt biefe beutfc^e *3ru8gabe eine 
fntngetreue Ueberfe^ung beö Originals bar, bei welcher bie 
Slädtftc^t tjorgerraltet [)at, bie itlarl)eit unb fjaftidjfeit ber 
3)arjlellung — biefen fo befannten SSovjng aDer in f^ranf- 
reiti^ erfc^einenben mat[;ematifd}en 8e^rbü(^e# — auc^ in 
ber ©prac^e möglidjfi wieberjifgeben. 9lur I}ie unb ba 



*) S)tf« fi^U^ msiDifc^en gränbrrt. fiioubiUe ^äU ir(it IBoiIrfitn« 
gm cm College de France, unb on ber po\^U^ni\^tn @c^ufr 
trägt Sefebure be Sourrt) nac^ eigciun ^cften oor. 



IV »orrebe, 

\)Cibt ii) mir erlauben mft^ea pw btm 5Ce^ bed Originals 
abjutüeitben , fei eö inn einer ©etradjtung noc^ eine nn^e 
(iegente f^oloerung anjnfc^Iie^en^ ober um burc^ eine SBen- 
bung bed ^tfuSbrudd einen ©eminn an 'j^räcijion gn eriie^^ 
len^ unb bergl. SBie üorfic^tig it^ inbejfen Ijierin fleirefen 
bin, unb mie fe^r ic^ gefacht I;abe, bem ©eifle bed 93u(^d 
nid^t ju na^e }u treten^ baoon merben bie unter ben %tp, 
gefegten SrnmerTungen 3eugniß geben. 

©inen SSorjug befij^t übrigens biefe ?rn8gabe gegenüber 
bem fran^öpf(^en Original in ber Sorrect^eit beö 35ni(f0, 
auf mel^e befonbere Sorgfalt t»ertüanbt worben ijl, toa^? 
renb baQ Driginaf eine nicf|t geringe ?fnja^r üon Drmf:^ 
fel>fern aufjnmeifen l^at, bie bem Sfnfänger ba^ SSerfianbniJ 
erfd^weren. 

§annoDer im Stofember 1847. 



Bnt 3»eUett 9infla^t. 

!Die üorliegcnbe jweite 9fnflage ^at im Sejrt l?erf(^ie^ 
bene fleine 3nfäfec wnb Erioeiterungen erfahren, meiere jld) 
mir bei mc^rjä^mgem ©ebrauc^e beö Sut^S als jmetfm/Ißig 
ergeben I;aben, ' 3)üc^ ifi babei, wie fc^on in ber crfien 
Sfuffage, überall ®orgc getragen morben, ba^ ber ®eifl 
beö SBncbS üoHfiänbig geroa^rt bleibe, (gin paar Sfn- 
merfungen oon größerem Umfange, wel^e, mie iä) ^offe, 
bem ßernenben nidjt nnroittfümmen fein roerbcn, ^abe xij 
an bm ©c^Iup biefeS ffianbeS geffellt. 

Sfnf bie 9lct)ifion beS 3)ru(fa ift bicfelbe Sorgfalt 
oerroanbt toorben toie in ber erflcn 5fnflage, unb 3)ru(f= 
fel;ler oon grl^eblid^feit bflrften nidjt ju pnben fein. 

§annoj;er im SUlai 1854. 
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I. 9t(iictioneti tm aOgewiliteit) bttMxte gftmctionen itti^ 



§. 1. S5le Sflflrtra betrachtet bie fBejie^uttgeti, treltä^e 
unter bcfannten unb unbef a unten ©rößenftattjlnben 
mb bur^ ©leit^ungeu auögebrürft werben. Sbr ^auptfäc^* 
li^er ätotS befielet barin, biejeniflen bejlimmten SBertbe für 
ixt Unbefannten auSjumitteln, inelc^e ben gegebenen (Sfei- 
jungen ®enüge teiflen. 3m atigemeinen nimmt Jebe Un* 
befannte enttücber einen einjigen SBertl) an, wenn bie ©lei^^ 
(jungen bopi erjlen ®rabe jtnb, ober mehrere üon einanber 
ferft^iebene Söertl^e, trenn bie ©leic^ungen ben erften @rab 
überjkigen 5 biefe SBertlje jlnb jebod^ immer btjMmmte reelle 
ober imaginäre ®rbf en. 

3)le (Differential unb Sntegralredjnung bagegen, fo wie 
alle tjon il^r abhängigen Steile ber SRat^ematif, betrad^ten 
biejenigen aSejie^ungen, wefd^e unter conflanten ®rö^en 
(b.^. folc^cn, bie in ber nämlit^en Unterfuiä^ung fietö ben 
nämlichen SBert^ beibel^alten) unb ü e r 5 n b e r I i c^ e n ©rbßen 
befielen. 35iefe95ejie^ungen werben gleit^faffa immer bur^ 
(Sfeid^ungen auSgebrildft, ober fönnen wenigjlniS fo ange- 
fc^cn werben. Snbeffen ba bie 9fn ja^I berjenigen ®rößen, 
lücl^e afs üerÄnberrit^ gelten fotten, größer ijl af8 bie Sfuja^F 
ber ©leid^ungen, fo fönnen biefe ®röfen eine unenblidfie 

^a^in, 5D(ff.^ tmb Stitegralr. 1. 53anb. 1 



2 I. «bfi^tiftt 

tfttjal^l t}on t^erfd^iebenen SBert^en annehmen, bie mir ber 
aSebittflung unteritorfcn jinb, ben flegebenen (Sleid^ungen 
©enüge ju leiften. 

§. 2. angenommen , eine üorgelegte Sfufgabe liefere 
n ®Ieid|ungen^ nnb enthalte jugleit^ m S3eränberli(^e, tvo 
m größer al9 n fei. !X)a au8 n ®(ei(!^ungen nur n Unbe- 
fannte Btfllmmt metbrn (bnnen, fo l^at man mithin m-hi 
SBeränberlit^e , beren SBert^e wittfürlic^ bleiben, ©obalb 
man aber biefe SBertl^e nac^ ©utbünfen fePgefefct ^at, fo 
finden {i^ au^ bie n anbm SQeränbrrlud&eu k}0fl[fläni>ig be^ 
{Kmmt. S)ieS brüdt man (ärjrt au@; inbem man fagt, 
biefe lefcteren SBeränberlic^en feien Functionen ber er- 
fleren, Ueber^aut>t unterfc^eibet man in |cbtr STufgabe: 
1) bie unabhängigen 93er&nber(i(^en, benen manbelie^ 
bige SQert^e beilegen fann) 2) bie abhängigen 93erän« 
berufen; beren SQert^e beflimmt finb, fobalb man ^injtc^tHc^ 
Jener eine Seflfiettunfl getroffen f)at 35ie lefcteren finb fo- 
bann bie Functionen btr erfieren. 

SJlan fann nac^ ©efaUen biejenigen unter ben SBeran« 
berlic^en audtoä^Ieti; lotli^t unabhängige fein foDen. 3fi 
aber bie SEBal&I einmal gef^e^en, fo fordert bie Sflatur ber 
9le(3^nung, baj^ in biefer ^inficl^t feinerfei Sfenberung im 
Saufe ber Operation eintrete j ober jum n^enigfkn würbe 
eine folci^e STenberung befonbtre SBorpt^temafireg^ln unb 
Umgefialtungen nöt^ig inat^en. 

Um einen befonbern FaU ju betrad^ten, mögen im\ 
SSeränberlid^e o? unb ^ gegeben fein, unter benen eine eitb 
jige ©leic^ung befielt. 2)er 85Jert^ ber einen üon biefen 
beiben SBeränberiii^en, ü. 33. oon x, fann loittfürliti^ anges: 
nommen werben j aber biefem wiHfürlit^en SBertI;c »on a? 
ge^rt immer ein be^mmter SBert^ tjon y ju. ®o tp a? 
bie unabhängige SSeränberlid^e, unb y eine Function oon ^. 

$ätte man brei SBrränberlici^e ar, y, z, unb unter ibnen 



- dtittoiifeluttg tea fiif etvitttalbegriffa. 8 

eine einzige ®lni)unQ, fo fönnte man ^ und y toit ximi* 
gängige SStränberlid^e anfe^en^ ttnb z mürbe fvbann eine 
Function Don ^ unb y fein. ^!f^ wenn jmei ^(eit^ungen 
unter ben (SrBfen at, y, z btfiinbtn, fo »Otbe 6[od bie eine 
SSeräiiberß^e a; bie unabi^ängige fein f bnnen, unb tiun btfX 
S3ernnberli(!^en y unb ji märe jebe eint Function Don x. 

!Die8 ijl leidet auf biejenigen %&Ht audjubel^nen , mo 
man eine gr&^ere ^fuja^l Don SBeränberlid^en unb Don 
®(ei(^ungen f)at 

§. 3. S33enn eine ®rt)^e y fifunctton einer anberen 
®r6^e of ift (b. l). menn y einen beflimmten äßert^ anne^:" 
men muf , fobalb man bem x einen midfürlid^en SBert^ 
flibt)^ fo bebient man ji^ ber SSejeic^nung 

y s=s f (x) ober y == F (x) u. f. m. 

SBenn z eine Function ber beiben SBeränberlid^en x 
unb y i^^ fo fc^reibt man 

^ — f {^f y) ober z = F {x, y)^ 
unb ebenfo in anberen pfiffen, 

@in anal^tiffl^er ^u^brud/ ber mif irgenb eine SBeife 
aus beit äkränberli^en x, y, z uni> beliebigen ronflantlti 
®rö^ii iufammengefe|t ifi, Um\ ctlf^ mit F {x, y, z) bt^ 
jeit^net merben, fo ba^ mitbin eine (SHtiii^Uttg unter bea 
Seränberli^n x, y, z bargepettt merben fann bwdj 

F(x,y,z)r^O. 

SBirb biefe ©Wci^unfl in ä3ejug auf * aufaeföf», fo 
mnf fxt bie ©ejialt z = f (x, y) anne^en. 

§. 4. (Sd fei gegeben bie ®(eicj^ung 

y - /■ (^)i 
man lege ber unabhängigen äJer&nberlt^en ^ titte m&gßf^n 

SBert^e Don — oo bi* + (X) bei, unb bettftd^te bie juge* 

§iMgen SBert^e, meiere bie Function y annehmen tf^irb. 

Die ©eometrie Wetet bafi SRittel bar, um bie 9tei^fo{{|e 

biefer Sßert^e auf eme einfat^ äßetfe jut ^nfc^4uuiig }n 

1* 



tmttgett, SRan fcmn nämliii^ s a(9 9f 6fct{fe änm^mtti, bit 
«ttf riner ßcgebeiwn Sf^fe t?on einem fcpen «fitfangöpunfte 
Otto 8e$&|ft wirb, utt5 yöls jttflel^rifle Orbmatc, gejä^tt 
auf einer gu 5er erfteren re^itUHnf digen Vi^u Site SIQtrt^e 
t>mff, totlü^t wm&it bet ®lni)nnQ 9=f(üEi) btnm t)on 

8i9- h , a? jugel^Sren, wetJ^ 

ben fobonn eine 

feflfegen^berenOes 
fialt btn ®ang ber 
in JRcbe fle^enben 
9Ber£^e anzeigt. 
9lot^tt)enbio tfl eS 
babei; {t(^ nic^t 
etwa biefett ober 
jenen befonberen 
aSertl) Don a?nebfl 
bem juflel^örigen SBert^e üon y, fonbern oielmet;r pctß ben 
gefammtm 3nbegttf ber einanber entflpred^enben SEBert^e 
biefet beiben fBeränberliii^en gegenwärtig ju erhalten. 

§. 5. Unter ben ^igent^ümür^feiten^ welche bieSum^ 
tion jf=^f (s) ober bic biefeibe jur üDatpettniifl briugenbe 
Sinie batbieten fatm, ifl bie bemerFendmert^efh, biejugleit^ 
btn f)anpt\&djliij^tn ©egenflanb ber Unterfu^ung für bic 
!S)ifer€ntta(te(^ming anamad^t unb btnn S3etra<i^tung ^(^ in 
aQen ))^9{llanf(^en unb tet^nif^en STnrtenbungen biefer SESif^ 
fenft^aft bejlänbig ttneber^olt, ber®rab DonSt^aelfig' 
feit, mit njeld^em bie. gimction fi^ änbert, mennbic unab- 
hängige SSeräitberlti^e ^ ein Venberung erleibet. CDiefer ©rab 
tTon @c^nettigfeit in ber3una^me berSunctien, fobofb man 
bie 93eränbern(^e gune^tnen läf t, ifl niii^t nur bei t^erfc^tebenen 
Sunrtionen Derfi^ieben, fonbern er ifl a\i^ ein anberer bei 
ber ndmltil^en Function, {e nadf bem SBertl^e, ton totl^m 




man bie 3nna^mc ber gunftion iDiff auSgel^en lajfen. Um fjitv^ 
über ju einem ejracteu 95egriffe ja gerangen, benfeman ji^ bema? 
einen tcflimmten SSBert^ oF beigelegt, weltfern ein gfelc^faffs 
be|Hmmter SEBert^ Don y «= /" (^), nftmli^ PM, entfpred^. 
g8 ne^me fobonn x, ton bem ebengenannten HBertlje auös» 
ge^enb; ttm eine beliebige ®r6fe ju, bie mit A« bejeit^net 
unb in ber ffigut burii^ PQ bargeflefft »erben möge. 35ie 
Simttion y tovcb in t^olge beffen ^äj im aSgemeinen gleic^«» 
fiiSd um eine gen^iffe @r9^e finbetn, bie entf^pre^enb burc^ 
^jf angebeutet uoerben mag, fo ba^ man f)at 

y + Ay = /* (o? + Aa?) 
ober 

^y = f(af + ^x) —fix). 

35er neue SBertb, meieren bie Function y bamit ange^ 
nommen f)at, ijl in berSigur bur^ piV bargeftefft, unbÄY 
flibt bie ®ri)^e üon Ay an, ober Don ber mit biefer Function 

vorgegangenen Sfenbenuig. SJaS SJerljältnif ^ ber3una^me 

ber Function ju berjenigen ber unabhängigen SBerflnber* 
litbm, beffen SfuSbrutf ifi 

Ay __ A^ + As)-/'(a;) 

iifirt bie trigonometrifd^e Sangente bee SBinfers MfÄ bar, 
»er^en bie ©ecante MN mit ber Steife ber a? einf^Re^t. 

§• 6. gjlan erfennt leicht, ba^ ba^ aSer^ältni^ -^ ber 

natürliche JfuöbrudC ber üor^in angeieigtcn ©igenttjümlid^feit. 
ijl, nämlid) bea ©rabeö oon (Sd^nettigfeit, mit welchem bie 
?funttiony tüäi)\t, wenn man bie unabhängige SSeränberliii^e 
a?]üac^fen lö^tj benn je größer ber SBert^ blefee S3er^filt== 
niffes auaf^ttt, um fo betrSci^tflti^er wirb aut^ bie 3uua^me 
ber ?function werben, wenn man bie unabhängige SSerän^ 
berlit^e um bie gegebene ®ri)fe Aa? $une^men läßt« ^ber 
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mau mup wo^t benoten, taß terSBertf; t?on-~(niit aUeU 

oiger tf udna^me btS ^aOeS, »o ' bie Sitiie MN eine @era6e 
tmrt) ntd;t nuroon ttm befonberen SEBert^e 5ea o^ abhängig 
ijl, d. 1^. t>nn btmjienioeii fünfte JT auf terSutüe, tüelc^m 
man )um tfudgangdpunfte atn^fjlt f)at, fonbem au<j^ noi) 
oon ber @hrö^ bedjeitigen SBttrafleS, mtle^er ber 3una^me 
^ beigelegt roorben ift, ®o lange biefe Bnna^me iviK« 
fürlic^ bleiH, i{i ed aud) tminöglii^; mit bem in 9tebe flehen:: 

ben Scr^ältinffe -^ einen eracten ©egrijf ju Derbinben, in 

fofern biefeS SBer^äftnip auf einen befiimmten ^unft ber 
obigen 6uri>e bejogen werben fott; unb ea wirb bemnad) 
burc^auS notrjwenbig, eine Uebereinfunft ju treffen, mlijt 
fjitv iebe mi5gK^e Untejlimmt^eit fern ^ält. 

Um ba^in ju gelangen, get^e man oon irgenb einem 

SBertlje auS, wefctien man bem Aa? beigelegt ^at unb njefc^em 

ein gemiffer aBerti) t>Dn Ay unb eine gewiffe Sli^ttmg btr 

@eeant^Jfi\rentf))ret^en, unb Derminbere aSmfitig ben SSert^ 

ton üs^, ^rgeflalt, baj^ biefe 3una^e julej^t unb ald auf erfie 

®rän}e }u bem SBert^e 9hiS gelange. S)ie entfprec^enbe 

3una^me Ay wirb \ld) in Solge bejfen änbem, unb im ad- 

gf meinen glei<6faK6 bem 38ert^e 9luS immer nä^er f ommen. 

2)er^7unlti\rwirb immer nä^et an be« ^mtft if rAdFen, unb 

bic <3ccante JlfiV immer mel^r ba6 95eflreben ^aben, mit ber 

im fünfte M an bie SurDe gelegten Sangente JrTjufam== 

Av 
menjufaHen. SBaö baB Ser^ältnif -^ ber beiben 3una§^ 

men betrift, fo wirb fxi) biefed g(ei(^fa(le einer gewijTen 
©tänje immer me^r nä()em, welche biixä) bie trigonometrif^e 
Tangente beS SCBinlcId TMR bargefhUt wirb, ben bie ^n^^ 
gente MT mit ber Sfc^fe ber ^rbfriffen einfc^Ueft. 

äBenn bie SSer&nberung A^ negatio wäre unb mitbin 



bte V6faf e x üertleineTte, aitflatt biefe(6e ju Ofrgtttfem, fo 
fünntt man noc^ t)ie nämlichen fBrmrtfungen machen. ®q 
toie bcr abfo(utt SSett^ btefer SSerAnberuTtg f (einer nnb fUintt 
Doraudgtfe|t mürbe imö fii^ immer me^r ber SluS näherte, 
fo toürbe bie entff^re^enbe SSeränberung Ay brr Orbinate 
gfeii^faEd im allgemeinen ber 9luII immer nä^er fommen. 
^ie @tcante, bnrc^ jtoei bm Wbfciffen x unbar+Aa; ent= 
\)fxtd)tnbt fünfte ber 6uroe gelegt; mürbe immer me^r ftc^ 
6cfh:e(»en mit ber Sangente iufammenjufaDen; meiere burdf 
bcn ber ?fbfciffe x. entfprec^enben ^unft M fü^rt. S)er 

SBert^ be8 SBertjältniffeS -^ ber beiben SerÄnberungen enb* 

lici^ mflrbe [xij immer me^r ber obengenannten ®r3nje nä- 
hern, nämlic^ ber trigonometrifc^en Sangente be0 SBinfeld, 
welcher jmifc^en ber Sangente ber Surüe nnb ber 9fbfci|fen* 
n^fe enthalten ijl. 

§• 7. Sfnö bem ©ie^erigen erfennt man leitet, ba^, 
tomn bie 3nna^me ^x nnb folglich auc^ bie entft^rec^enbe 
3una^me Ay o^ne Vnf^ören abnehmen nnb bem Sßertl^e 

SluH immer nftber fommen, baS Serl^attnif -^ biefer Bn^ 

naf)men pt^ im allgemeinen einer ©ränje nähert, meldte 
einen enbfid^en nnb befKmmten SBert^ ßefifct. derjenige 

SBert^besajer^ältniffeS-^, meld^er bieferOränje angehört, 

rnuf mm ald bas ma^re nnb e^acte SDIa^ ber im §.5.'jnr 
©praii^egebrfldjteneigen't^ümtit^feit angefe^en merben, näm* 
li(^ als baB SWaß bcr ©(^nelligfeif , mit mel^r bie ?fanction 
^ dnbert, menn nian bie nnab^ängige aSer&nberfiii^e fic^ 
änbem läftj benn in bem «Inabrncfe für biefen SEBertö Weibt 
nit^ts me^r miOfürliii^; unb er ift itit »eber oon bm abfo* 
Iiitrn SEBert^en ber beiben Bnna^men Aa? unb Ay, noc^ oon 
ber ©eftaltnng bet 6nroe in gemiffen enbli^en Sfbflilnben 
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nen btm fünfte JT, naä) ber einen übet btr anbem @eite 
biefed fünftes, abb^ngig. @r fßnqt einjig m\b aSein ocn 
ber dlic^tung ber (Sutüe in bteftm ^mtfte ah, b.f). Don 
ber Steigung ber Sangente gegen bie Slbfdffenai^fe. S)a8 
auf \ol6)t SBeife befKmmte SScr^ältnil fällt mit benqenigen 
jttfammen, maSSJletütoabie Slujrion betDrbinatc nannte. 

8Ba8 bie SJiet^obe betrifft, um in jebem befonbern 
glitte ben in Siebe fte^enben SBertt; ju jtnben, fo ^at man 
offenbar nur nbtl^ig, bm allgemeinen ?fu6brudf ju itttaäjttn 

Ay ___ Aj?+^)— A^) • 
/ix Ax ' 

unb natftjufeben, welcher ©räuje biefer SfuSbnnf immer nä- 
^er fommt, je mefjr ^x ffeinere unb Reinere 9öert[;e an- 
nimmt unb jlt^ bamit bem SBertt;e 9lull immer me^r nähert. 
X)iefe ©ränje, meiere man auc^ mit ^üffe bea 3ei(i^en8 lim 
(®ränje, lat limes) auöbrüdPen fann burt^ 



lim 



Ay 



^x^ 

wirb eine gewiffe ^nction ber unabtjängigen SSeränberliAen 
X fein, beten nähere ©efr^afftn^eit üon berjenigen ber ge- 
gebenen Function f (x) abfängt. 

§. 8. g8 ifl notbmenbig , nod^ inabefonbere auf bie 
3una[;me Aa? ber unabhängigen 35eränberli(j^en bie Sfiifmer^ 
famfeit Juristen; toä^renb biefelbe auf bie angegebene SScife 
^6) ol^ne 9fuf[;ören ber ^uK nähert, ober einen unbefHmmtcn 
SBert^ beji^t, ber Heiner ifi als Jebe norf) fo Heine gegebene 
3a^I. ®iefe 3una^me mirb aföbann unenblicfe Hein gciwnnt. 
S)ie entfpree^enbe Buna^me Ay l^at im allgemeinen gleii^fatte 
einen unbejlimmten SBert^, Heiner al6 iebe no^ fo Heine 
gegebene Soljl, ober einen unenbliti^ Heinen SBert^, ber ju 
Ao? in einem befiimmten SSer^ältniffe fielet. SBon biefem SJer^ 
bäftnlffe aber fann man fagen, ba^ e9 ftd^ o^ne ?tuf^ören 



bcrjcnigen ©rSuje nä^re, üon wclc^tr ofeen bieflftebe geioeferi 
ip, ober ba^ e8 bon biefet®ränjeum eineOröfttjrrf^iebenfei^ 
müijt fletnet i{l al0 jete no^ f>^ ^l^in^ gegebene da^t» 

©ei ber SBI^tigfeit ber (Sränje, ttitl6)t f;ier betrachtet 
tüitb, l^at mein e8 für nöt^ig eraii^tet, befonbere Slamen unb 
Beteten für biefelbe einjufül^ren, S)ie SJerfinberungen iU 
unb Ay werben im affgemeinen bie S)i f f er e n j e n ber SBers^ 
änbcrlic^en x unb ber gunction y genannt, inbem man ^a; 
wie bie X)itferenj jtüeier auf einanber folgenben SBertI;e*-t?on 
X, unb Ay wie ble J)if etcnj ber bciben entfpred^cnben SBert^e 
üony anfielet» Sfber fobalb Äa? unb Ay al8 unenbtie^ Wein an:^ 
fltfefeen werben, fo befommen biefe'Differenjen beuSlamen 
J)ifferentiale ber Seränberlic^en a? unby, unb jur Un« 
terfifieibung fefet man für ba9 gried^if^e A ba^ fateinifi^e d 
mi bie ©teffe, unb ft^relbt dx unb rfy. J)ic Oränje, welcher 

baS aSer^ältnif -^ ber 3)ifferenjen, ober ba8 J)ijferenjt)er:5 

ptnig (ber.3)ifferenjquotient), immer n4§er f ommt, wä^rcnb 

Aa? jtc^ mel)r unb mel;r ber 9luff nähert, wirb mit-^ bt- 

jei(^net unb ^eigt ba9 !J)ifferentiartjerr;ältnif ober 
ber 35ifferentiaIquotient. ©eine 6ntpel}ung wirb 
alfo burd^ bie ©leid^ung au8gefprocf)cn 

dx Ao? 

gagrange- nannte biejenige Function üona?, weld^e bm 

Sßert^ ber Oränje -^ angibt , bie beriüirte (abgeleitete) 

?fmiction, weil fie burt^ bejlimmte Operationen au8 ber 
primitiüen (urfprönglic^en) Function f (x) abgeleitet 
tüirb. ®r bejeic^nct bie beriüirte ??unftion üon y vbtx f(jv) 
mit y' ober f (w). 3)iefc SSenennungen unb SBejcid^nungen 
ftnb gleici^falle oon I)äuftgem ©ebrauc^. 
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§. 9. ^an Wh* bemcrf m, ha^ ber 9fbf»(m6 UN, »ifl. 1 ., 
»elti^er bie S>iffeTen} Ay Datjlent^ fi(^ att6 btn itxbtn ^iten 
JtTunbTif )uf(tnimenfe|}t, toel^e btibt bad SSeftrebett ^a6en 
9luII )u werben, wä^renb Ao^ ber 9luE immer iiä^er fommt. 
S)a ber SBinfel TITA ju feiner trigonometrifc^en Sangente 

bie®ränje Don-^, «ämlieff "g ^«t, fo if» «7=-^ A^. 

SBa9 ferner bie ßinie TN betrifft , fo !ann man biefelbe, 
ba fie {ugleid} mit Aar }u 9tuII wirb, im allgemeinen burc^ 
o>Aa? barflelten, wo o) eine fSunction tvn x unb Aar 6e- 
jeid^net, 2Jlan I)at alfo allgemein 

@o lange nnn bie 3una^men Aar nnb Ay angebbare 
SBert^e beibeljaltcn, fo ffein man bicfe axii) annehmen mag, 
fo bel;äft bie®röße w gleichfalls einen folc^en SBertI;. 9fber 
fobalb man Ajt üerfc^winben läft, fo wirb ü=0, weil in 

biefem 9alle, termöge bet@fei(!^ung -^-= •»"* ^^, ba^ 

SSer^ältnif ^ übergel^t in -—-. Sfu9 ber erfien ber beiben 

aufgepelltett ©leid^ungen jie^t man fobann aber, inbem man 
dx flatt Ao? unb dy flatt Ay fc^reibt 

b. I}. ba0 (Differential ber Function y ifl gteid^ bem ^ro^ 
bucte anö bem ®iffrrentiaf dx ber unabhängigen Sßeränber* 

nrfjen unb ber ©ränje -^ beö SBer^ältniffe8 -~^ ber einan- 

ber juge^örigen !Differenjen ber beiben 95eränberli(i^en. 3n 

Äolge biefer ©feid^ung ^oA man bie ®ränje -^, welche 

l^er als Soeffiricnt auftritt, axxi) ben 3)ifferential^6oeffi* 
cienten ber Function genannt. 



3)er jule|t attfleflebene @c^ru^ ergibt flt^ übrigena 
ft^on mit tJöttigtr ßDibenj au8 ber Statur bcr ^irr einge« , 
ftt^en SSejei^nung; welche bie WtatfjtmatxUx nai) btm 
aSorgange Don geibnife, bcmgrftnber bcr üDifferentialredjnung, 
attgemein in bm @cbraut^ genommen ^aben. 

§• 10. SBcnn man ba8 SSor^erge^enbe jufammenfajt, 
imb nun eine befiebige Function y öon einer einjlgen unab* 
gängigen 5BeränberIi(^en x betrachtet, fo fann man bie 
Seränberfid^e j? affmälig uon — 00 bie + oo bergepaft 
warfen laffen, baf^ feber ber SBert^e, Mlijt biefe SBeräribers 
l\ä)t babei fuccefftt) «nnimmt, ben nS^floorfjergel^enben um 
5en uneuMid^ fTetnen ©etrag dr übertrifft, b. f). um einen 
Setrag, melier Heiner ift als jebe angebbare ®rbfe. tiefer 
S5etriig*F, Weither bie Differenj jttjeier aufeinanberfolgens: 
ben SBert^e üon (v auSbrüit, fann nat^ Sclieben als ronjlant 
ober als üerönberlit^ in ber ganjeti SfuSbe^nung ber Steige 
angenommen werben. ?fber wenn eS pc^ wie ^ier um eine 
nnab^Sngige SSeränberlic^e öanbelt, fo iff e8 einfacher unb* 
bem ®eifle ber CDifferentialret^nung angemeffener, baB Diffe* 
rential dx aU confiant anjufe^en. SQenn man nun auf bie 
angegebene SBeife Don einem SBert^e a Don x bnrc^ eine 
nnenblid^e 9fnja[}I Don 3wif(^engliebern, welche Don einanber 
bnn^ ba6 conftante 3nterDaII dx getrennt »erben, ju einem 
anbcrn SEBert^e A übergel^t, fo gelangt man gleicbfaffS Don 
bem SBert^e b ber Function y, welti^er bem SEBert^e a Don 
a? entfprit^t, ju bem SBcrt^e J?, entf^ret^enb bem SEBert^e il. 
Ueberall wo x um baB S)ifferential dx wäi^ft, änbert fu^ 
y um baB entfpred^enbe Differential dy. 3)iefe8 lefctere 
J)ifferential ; welti^eö pofltiD ober negatiD werben fann, 
^angt üitxffanpt, wenn x unb dx gegeben fmb, no^ Don 
ber 9latur ber gegebenen Sunftion ai. SJlan lernt feinen 

5Bert^ fennen, wenn man ben Söertfj ber ©ränje -^ 



« 
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= lim -^ol9 ??unction Don x 6efKtnmt ^atj fcenn afö= 

banii ifl immer iy = J| da?, Diefc (Sränje -J-= lim -^ 

ip juglcic^ ber SfuSbmtf unb baö 2Jtag für bie ©c^nettigfeit, 
mit meldjer fi^ ber SöertI) ber guuction an ben üerfc^iebenen 
©teHcn i[;reaßaufe8 änbert, lüenn bie unabl;ängige SSer- 
änberlic^e felbjl jtc^ änbert. 

§* 11. g0 bleibt ^ier nur nod^ eine ©emerfung tjin^ 
jusufügen, beren güibenj man fofort erfennen mirb, 9läm:= 
li^ bie S)ijferentiale, welche oben burc^ ix y\xih iy deaeid^nct 
tüorben fmb, pettcn immer ®rößen t)on betfelbeii 9frt bar 
mie biejenigen, welche burt^ bieSJeränberlid^en ajunbyan- 
gejeigt werben. (So menn in ber ©eometrie x eine Sinie, 
eine gläd)e, einen Äörperraum bebeutet,, fo bejeic^net ba^ 
!J)ifferentiar dx gleid^faffö eine ßinie, eine gfädje ober einen 
^örtJerraum. ®ie Differentiale finb Orößen, mel^e für 
^Heiner angefe^en merben muffen afö jebe angebbare ®röße j*) 
aber biefe ?fnna^rae änbert nidjta in ber ^aXwx biefer ®rö* 



*) ^Vi näherer Qrrläutentitg übrc \i\t Statut beS Uncnb(i((((rnun miJgeit 
iier tte folöenten bciben aSemcttungfn ^lo^ ftnben. 

n^int iimntnd^ fletne (S)tofe tfl ntc^t eine ^öfe ^(ek^ 9hta, 
fonbern eine Oröfe, toe^eSy^utt jur ©rän^e ^at$ unb biefe einfache 
Untcrfc^eibung berbannt jcbe @c^tt)ierigfeit au« ben ©runtbegtiffen 
ber J)ifferentialrec^nuna.^ (Tarnot, ©com. b. ©tettung I. J. 19. 

,,5)ie unenblid^ grofe wie bie unenbli^ fleine Sol^I ifl nie m 
©ein botl^anben, fonbern immer nur im SGBerben begriffen. a)ie 
erifleitj berfelben fonn ober, fo tange toir eine ©tetigfeit ber ©r6f en 
jutaffen, nit^t bejtoeifelt lüerben, wenn un« avO^ ber 3iffern»irii«brurf 
fe^a, ber biefelben im ©fin nnx^mu» O^m, ®eiji ber mattem. 
Mnal^fi« II. @. 67. 
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Jen, fonbern bidme^r ds nnb dy finfc immer f;omogen mit 
w unb y, b, ^. pc enthalten immer bie nämlid^e STHja^I 
ton ÜDimeitfionen, tDie bie@infieit^ burc^ tveld^e bie SBtrt^e 
biffer aSerättberüc^en ouegebrüdft morben fliib. 



II. IDifferrntiaHoit hn etafad^en goarticnm non einer 

SBeränberltc^en, 



§, 12. (gine SuncHon y=f{x) bifferentiireu 
^ci^t ben SfuSbrutf itjreö 3)ifercntial0 dy auffu^eii, ober 
ber imcublid) Keinen Sfenberung, totlijt y crleibet, menn 
bie unab^änflifle SSeränberlic^e x um if;r 3)ijferential dx 
wäc^ft 9lac^ bem oben ©efagten rebucirt fic^ biefe ?fuf* 
fuc^unö auf bie Sfufjlcffung be0 aScrljältnifTeö 

■ ■ . SSSS 11 ' ' » ■ I I 

Aar A^ 

nnb bie SefHmmung feiner (SrSnje 

dx Aj7 

für t)erftf)n?inbenbe SBerttje üon Ao?. S^enn aUbnnn ^rtt 
man für ba8 gefut!^te ^Differential 

®6 gibt eine Heine Srnja^I Don einfadjen ober elemen« 
taren Functionen, für tpelt^e b.er^uöbrutf ber in Siebe pe= 
^enben ©ränje eine befonbere Unterfuc^ung t^erlangt. @o« 
balb biefe erfebigt ifl, fo bietet jebe anttfürlic^ gewählte 
Sunetion, xot\ä)z immer au8 jenen erfleren jufammengefefet 
fein muß, feine ©(i^wierigfeiten meiter bar. 
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14 II. «tfiltiat. 

§.13. ^tefe einfa(!^en Siincttonen ftnb: 

1) bie Sunction ä* b. f;. bie öeränbcrlid^e. erhoben 
ju einn ^ottnj, beren S^pomnt m iebe beliebige pcfttit^r 
ober negatiüe, ganje ober flebrod^ene ober irrationale con^ 
jlante 3a^I bejeid^nen fann. 

2) X>ie logarit^mifc^e Function log x. SJlan üer^ 
fle^t befanntUd^ unter log x hzxi gjrponenten berjcnigen 
^otenj, ju welker man eine gewiffe conflante 3a^I, fcie 
S5ofi6 beö ®^Pem8, ergeben muf , um bie 3a6l x \\\ er^ 
l^alten 5 Bejeic^net man alfo btefe fflai^S mit a, fo ^at man 
immer a ««««^rr. 35emnad^ muß mit ber Function loga; 
jufllcid^ (iwi) bie 83afi8 ßegeben fein, \\\ weither berSogfl- 
rit^muS gefjört. 

3) 3)ie ejrponentiaffunction «a?/ in wefdier bie SBerän- 
berfit^e al8 (gx^onent einer ^otenj erf^eint, ju welcher eine 
gegebene conflante 3at}I erl^oben werben foH. 

4) Die trigonometrifc^en Suncticnen sino? unbcosj?; 
in benen x einen 93ogen bejeic^net, wefii^er üon einem be- 
liebigen feflen WnfangSpunfte aud auf ber ^eriptjerie eines 
Äreifea gejault mirb, bejfen ^albmeffer ber ©inbeit gfei(^ iji. 

5) SDie Äreiöfunctiönen ätc sin x unb arc cos x, 3n 
biefer S3ejei(f|nung bebeutet x refp. einen ©inu© ober Go^ 
finuS, unb unter arc sin x ober arc cos x üerfte^t^man 
einen mit ber ßinl^eit al8 -©albmcffer conpruirten Äreiö? 
bogen, beffen @inu8 ober (Sofinuö refp. glcid^ x ifl. Dbcr 
man Ijat immer sin (arc sin a?)=a? unb cos (arc cosa?)=j?. 

Diefe oerfd^iebenen Functionen n?erben jefet ber Sleitje 
na(^ betrachtet merben.*) 

1. gumtion y=sjw^ too m eine @;oii|lante begcfa^et. 

§. 14. 9fl8 einfat^flen fjall fann man benjjenigen oor- 



*) %\z Ärertfuncttonen fommm ifbod^ erfl Im fofgenbrn ?l^f(|«itte 
S. 35. gur IBetra(^tttn0. 
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mtjletten, wo fcer K^pcncnt m eine pojttbe ganje-3ö6l ip. 
aJlan finbet alsbann fe^r leidet baB 3)ifferentlal berIJunc:: 
tioii y. Sjte aDgemeine Sotmel bes §. 12 gi&t nfiralic^ 

Ay (a?-^Aar)«w — arw 

Aa? Aa? ' 

imb cttttüidfelt mnn bm SfuSbrucf (a?4-Aa?)« tiad^ ber SU 
nomialformet üon 9temton, itel&e in ben Elementen ber 
?frit^metif für bm 8att, lüo ber ©jrponent m eine pojttioe 
ganje 3a]^I ifl, pflegt tewiefen ju n^erben, fo f)at man 

Ay - , mim — 1) _ ,4 , in(m— l)(m — 2) . ,. ^. 
•£ == »w?«-* + -5_ — £ a;«-«AjrH — ^ — ^~ •' a;-^» (Aa?) « 

+ + (Aa?)«-'. 

SBenn nun &s feiner ®r3nje fßuK immer nä^er tommt; fo 
werben alle ©lieber auf ber reti^ten @eite biefer Oreit^ung, 
mit SfuSna^me be6 erflen, gleic^faDa ju SluH werben. 2)ie 

®ranje beö Ser^srtnijfce -^, b. ^, ba6 $)iffcrentiarüer::^ 

^ältniß o5et bie 6eribirte SuncKon t)on a^, Wirt a(fo 



rfy 



tmff* 



I— I 



unb folgfit^ wirb ba8 Differential biefer Function felbft 

dy Ä= nuß^—^dx, 
§. 15. X)iefe Sormel liefert gleid^faffe bvx Sfuabrucf 
für ia^ gefud^te Differential, melti^en Sßert^ au(^ bie Son=5 
flante m ^a^en mag. Um bied ju temeifen, fe^e moxi 

(x+ Aa?)««=^l +- -^y^^^ toobuxtSi btt Sfuebmrf fftr 
-^ bie ©efJalt annimmt 



Ay \ ' ^ y 



a^—K 



Aa? ' Aar 






l 
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16 IL «ftfc^fritt* 

3ur Sf bf ürjung fefee man = a. 2}tan erf eunt aiabann, 

ba^ es {t(^ nur tto^ um bie SSefKmmung ter ©ränje 



a 

^iinbelt; irä^renb. a pc^ bcm SBert^c StuD nfil^ert Dber 
t>ielmel;r wenn man annimmt 

(!+«)•= 1 + ß, 
wo ß eine juflleid^ mit a üerf^winbenbe Sa^i beseit^net, 

fo Derwanbclt fic^ ber üorberge^enbe 9fuabru(f für -^ in 

inib ed ifl je^t nur nqd^ um bie SSefhmmuns ber ©ränje 

lim £ju t^un, nad^ beren Sepflellung m^n fofort »^irb-^ 

angeben fönnen. 

§. 16, Um ba^in ju gelangen, betrat^te man juüor 
iitn 9fu8bruijf 

(1 + a)« 

unb fuäje feine ©ränje unter ber Sorauafe^ung, lial^ a bem 
835ert[;e 9lutt immer näber fomme. 2)a a angefeljen werben 
fann wie eine Aa% welche aUmälig 9Bert[;e annimmt, bic 
Heiner jinb als jebe noc^ fo fteine gegebene 3a[;r, fo fann 

mm a = — fe|en, too w angefe^en werben fann wie eine 

ganje3a^I, wel^e größer wirb, al8 jebe nod^ fo große ge:= 
gebene 3a^f. 9fl8bann geljt ber in Stebe fie^enbe Sfuebrurf 
über in 



O+v)'- 



unb entwidfelt man benfelben nac^ ber Sßinomialformel, fo 
^at man 



Siitfuil^e 9nntHontn. 17 

(i +iY = i +„.i+J^.i.+±l??=ii^l+. 

ober, waö mif brtSfelöe ^inmiSfommt 

. (-D^'-DO-O , 

■• 2 • 3 • 4 "f"- 

Sf6er treim u o^ne Sfuf[;5ren wäd^fl, fo irerbeu bit 
Säljlet ber cinjelncn ©ffld)e fämmtlit^ immer nfl^er ber (Sin* 
Beit foinmeii. Solöliii^ ^at man unter Mefer SBorauSfefcnng 



lim 

unb biefe Steige ifl mit[}in jitgleid^ bie ®rän}e bee obigen 

?fußbnitf8 (1 + a)«, wenn a immer näljer an SluH fommt. 

Siie gefunbene SÄei^e ifl augenfc^einli^ cont?erflent^ b. ^. 
je me^r ©lieber man toon berfelben ju einer Summe »er* 
einigt, bejto me^r nähern fic^ bie Jftefultate einer flett)iffen 
irrationalen 5a^I, toel^e nit^t überft^ritten »irb. 35enn ba 
aHc ©lieber pojttiü fxxxb, fo »irb i^re (Summe wac^fen, 
menn man aUmäUg me^r unb mel^r ©lieber in bie Siedlung 
[jineinjiefet j aud^ laffen ^ä) leid)t jwei ©ränjen angeben, 
jirifc^en benen biefe ©umme enthalten fein mu^. S^r 
Söertt; beträgt nämlic^ mel^r alö 2, unb weniger als 2 r^tt^ 
me^rt um bie geomehrifc^e ^rogreffton y +i+T+ iV 



unb ba bie ©umme biefer ^rogreffion, wenn man fie iiiB 
Uncnblid^e fortfefet, bergin^eit glei^ ip, fo liegt ber SBertlj 
jener Steige jwift^en ben 3a^len 2 unb 3. S)ie {Berechnung 
fel6fl ifl leidet, unb gibt auf fleben S)ecimalfleIIen 

1 + 1 +^+^ + 2;^+.. . = 2,7182818. 

9«o\)icr, IDiff.'- nnb gEnteQtalr. I. öonb. ■ 2 



18 II. w^^m. 

3Jlan pfltQt biefe 3«^!, weld^e üon ^Suftßcm ®tbxanä)t x^, 

mit bem ©u^jtaben e ja bejcid^nen. 

SfiiS bem SBorPel^enben erflibt jtc^ alfo, ba% wenn a 

eine Saf)l bejeic^net, welche bem 8EBert6e9lutt immer nä^cr 

fommt, man Jebetjeit l^at 

1 

lini(l-|-a)«=r= e 

£^ = I + l+i+^+^+... =2,71828185 

unb man fann bemerlen, ba^ biefed Stefultat and) noc^ 
bann flilt, wenn a negatiD ijt. a5enn man fann fefecn 

. 1 

WO 8 eine jngteiA mit a üerfc^winbenbe Sc(f)l bebeutet, unb 
6at fobann 

_i 1 

(l^a) « = (l+E)«(l + 8)i 

ba aber bie re^te ©eite biefer ©leic^unfl bie Salji e jur 

©ränje l^at, fo mirb bafelbe auc^ üon ber linfen ©eite 

gelten. 

§. 17. ^e^tt man nun ju ber ©leit^ung be6 §. 15 

jurütf, unb nimmt auf beiben ©eiten berfelben bm Soga^ 
rit^muS in einem beliebigen @^fleme, fo ^at man 

mlog(l + a)=Iog(l+ß),n)orau8^5|^|L 

9fbet wenn a unb ß. fic^ o^ne Sfuf^ören ber 9luff nähern, 
fo ifl nad^ bem vorigen Paragraphen 

Iini(l+a)« = ^, lini(l+ß)P = ^, 

folglii^ 

,. log(l + a) , ,. log(i + ß) - 

lim — 5_i — ! — L. = log e, hm — \ =:loge 



, ; - ^ 



mb baxm^ 

Ulli) Detmöge bed äSorigen 



lim -^ = 

a 



Wlan finbet alfo iefct attgenuin für t)aa 2)ijferential' 
Der^ältniß bti ^mction y= it^ btn Sfuabmdt 



^z^mx' 



dx 

ttie fd^on im §. 14 für ben gatt eines pojitiüen ganjen 
Sjrponenten nad^getoiefen werben ipi unb barau8 [erlieft 
man . . 

d (a:«) = ma:**""* dir. 
§. 18. Sffö Befonbere Säffe, welche in ben 9fntt)cnbun== 
gen ^äuflg Dorforamen; mögen ^ier bie folgenben beiben 
w^ä) l^erüorgel^oben werben. 

1) SBenn «i = | iflj fo gibt bie üorpeljenbe gormel 

d.Vx = d (arT) ^ ^-p- 

2) SBenn m = — 1 ijl, fo giöt biefefee 



2) Sogarftl^mifc^e Jutiction y == log x, 

§. 19. ®ie allgemeine Sormel be8 §.12 gibt 

Ay log (^ + Aa?) — logar ^ \ ' x y 

£ix A^ Afl? 

@efet man wiebernm = a, fo üerwanbelt ftd; bicfer 

?fii8bnirf in 

Ay _ 1 log(l-fa) 
Aj!? 0?* a 



20 II. VHmtl. 

unb ia btx smeite Factor auf btx redeten @eite biefer ©tri- 
tfeung, nati) §. 17, für unenblid^ ö^nel^racnbe SBert^e üon 
a btn 8EBert§ log e )u feiner ©rÄnje ^at, fo folgt 

^ = ^ »oge, iinb djf = - log ^. 

§. 20. !Die 93a{iS be6 logarit^mifc^en @9{}em0 ift ^ier 
no^ üöOtg unbeflitnmt geblieben. Slimmt man ein ®t)ftm 
an, beffen SajlS bie 3ci^l e i|l, fo f)at man log« = l, 
folflUd) 

if Jogors»-^. 

35ie gogarit^mcn biefeS lefetcrn ©t;ftem8 loerben na= 
türli^ e ßoflarit^raen; ober au^, nac^ ben Flamen beö gr- 
jtnber§ ber ßogaritl^men, Sleper'fc^e ßoflaritljmen genannt 
(feltcner t;t;perboIifi^e 8ogaritf;men, lücgen getnijfer SSejie^un^ 
gen ju ber §^t)erbel,f.§.313), unb ftnb in btn ^ö^eren XfjtU 
len ber SDtat^cmatif tjon attgemeiner Sfnwenbung. (Sie follen 
^ier burd) ben 95u(!^|iabcn / bejeic^net werben, jur Unterfc^ei:? 
bung oon btn Sogarit^men in einem beliebigen @^{leme, fiir 
welche bie fBejeid^nung log beibehalten n^erben mag. SHan 
f)at alfo 

d.loffj? log« , d,lx 1 

ax X ax X 

3. (Sn:)>onentialfunftton j^ssnOg, »o a tint ^onflonte (rjetclnrt. 

§. 21. SJtan erhält ^ier nati^ ber gormel beö §. 12 

Aj7 £kx £ix ' 

@efet man Aa? = a, fo f ann man fc^reiben 

a«=l + p, 
tt)o p eine 3rt^l bebeutet, loefd^e fidb jugleit^ mit « obne 
Sfuf^ören ber giutt nähert. SJlan Ijat alfo jefet 

^y — P^.. 

Aj: a ' 
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unb c9 ifl ^ier nur noc^ um bie S3efKmmunfl btx ©rÄnje 
lim -^ ju ttnxn, tüä^renb a unb ß ju SluH »erben. 

?fber awQ btx obigen ©leic^ung 

a« = 1 + ß 

erhält man burd) Uebergang }u ben Sogarit^men, biefe in 
einem beliebigen @9fleme genommen, 

a log a » log (l+ß), 

tmb barau6 

^loga='"«<^ + P^ 



Sic rechte ©rite biefer ©leic^ung f)at m6) §. 17 fdr un* 
tnblid) abne^menbe SBert^e Don ß bie (Sränje log e\ 
foIgKd^ n^irb 

,. ß log a 
lim ^ ==-i-5 — , 
et log e ' 

unb mithin enblic^ 

d!r log a log « 

§. 22. Sßenn bie Logarithmen mtMxi)t [mb, olfo 
log tf == 1, fo Ijat man elnfai^er 

unb wenn aujerbem bie Sonflante a=e \^ (f. §.16), 

d.e* =^ e* dx. 

üDie Function e* l^at bemnad^ bie Sigenfc^aft, ffxi) burdj 
S)ifferentlation mieber ju erjeugen, b. 1^. il^r (Differentials: 
Der^ältni^ ober i^re berioirte Function fHmmt mit ber 
?function felbfl üfeerein. 

aSBelter unten, §. 35, wirb gejeigt werben, wie ba8 
3)ifferential t?on a* antij unmittelbar au8 bemjenigen üon 
log X Ijtrgeleitet werben fann. 



22 11. üb^^uttt.^ 

4. I^rtgonometrif^c gunrttottrn jf = sio 2? unb y == cos j*. 

§. 23. 9ru9 ber fjunction 

y = sin X 

erhält man 

mit §ülfe einer befannten triflonometrifc^en Formel 

sliKp — 6int{) = 2 8in|^((p — 1|)) cos -J- (q) -|- tf)). 

SBenn nun Aj? ji^ o^ne «nf^örtn ber 9tuII nähert, fo 
fommt ba6 SBerl^ältnif bed sin |Aa? jum 93ogen ^^ ber 
ßin^eit immer nä^er^ fo ba^ man l^at 

35lf ®ränje »(ni -~ wirb olfo 

-^srscosa?, ttwrauS rf.sina?==cosa;,<ir. 
ßbenfo auö ber guncticn 

y s=i COS X 

txf)&U man 

Ay co8(a? + Aar) — cosa? sm\^ . . _l i a \ 

Air Ai |SS~~ ^ ^^ ^ 

wobei bie trigonometrifdje gormel 

cos(p — cosij) = — 2 sin -} ((p — t})) sin i (<p-f-^) 



*) !Denn ha für jetm f|}t(fen SBinfel s]nä<a<lga ifl, fo f^ai 
man aut^ 

sioa . sind sina 



sin et a tga 

IBon ttffen tret $(udbrü(fen if} aber ber rrfic ^Uid) bnC^in^etl» ber 
le^tf; toelt^er mit cos a gleic^bebeutenb ifl, f^at für unenblic^ abite^^ 
nienbe Q&ert^e Don a bie ^tnl^eit gur ©ränjej folglich muf unter 

QU't^tt 9Sorou«fefeuug au(^ lim = 1 fein. 

« 



jiir Sfnmenbutig fommt. üDaraud aber folgt tuie eben 

—r-= — sina?, wotauö rf.cosa?== — sxnx^dx, 

tfifo bie berioitte Function Don sin x ift cos x*y hat: 
gegen bieienige t>on cos x ifl — sin x, SBie mm übris= 
gend; tvenn baS 3)i{ferentui( Don sin x befannt \% botauB 
unmittelbar baajenige Don cos x herleiten fann, n>ttb fid^ 
pter, §. 33, jeieen. 



III. SDiffetmttatiott ber snfamnteitfliefrj^teii Sfnncttoneni ober 
ber 9ttttetiotten oon Sfuttcttotten einer Seränberlic^en. 



§. 24. !Die bieder betrachteten ^nctionen muffen mie 
bic cinfad^en Stemente angefet;en n^erben, in n^eli^e äffe 
anall;tif(^en 9tna5rüdte aufgelBft tt^crben fönnen (fo lange 
man wenigflenö biejenigen Säffe noc^ anSfc^Iiept, meiere erfl 
nuf bemSSoben ber Sntegralredjnung fetbjlänbig jnStanbe 
fommen). I)enn jebe irgenbmie jufammengefefcte Sormel ifi 
fietö burc^ Gombinirung ber in 3tebe flel;enben ^nnctionen 
öebilbet, entireber mit §ü[fe berjenigen Belegen, welche 
bic gewö^nliii^en afgcbraift^en Operationen anjeigen, ober 
burc^ ben ®ebrauc^ ber 83ejeid^nnngen log, sin, cos, merd)e 
man mie Sejeicj^nnngen für anbere me[;r Derroirferte Dpe- 
rationen (fogenannte tranfcenbente Operationen) anfel;en 
faun, beren ?fu8fü^rung buri^ bie (Sonftructton DonSafetn 
erteid^tert tüirb. 35ie birecte ?fnffu(^nng ber 5)ifferential' 
?ruabrürfe für bie brei Functionen ic« , log x unb sin x 
mufte juerfl erlebigt werben 5 man fannbaranfbieSelHm* 
mang ber beibcn (Srö^en rf»a* nnb d.cosa? jurütf führen, 
ftJcIÄc oben befonberS abgeleitet morben fmb. SBaö aber 



"^ m * 
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bic übrig ett mtt)X jufammeugefebtcn Sunctiotita befrift, fo 
laffcn fic^ leichte Regeln aufPeffcn, bux6) btxm §iilfe man 
bic Sfuffut^ung it;re8 3)ifferentiar8 jurütf für^rt auf bie Sfiif:^ 
fttc^ung be§ X)iffeteiitiM8 einer cinfad^crc« ffuncrton, treibe 
in ber erjlercn cntl^aften ifl. 9Jlit Sfnwenbung biefer Siegeln 
gelangt man aKmälig ju ben legten Elementen; in n^elc^t 
bie gegebene Suiution aufgelöfi werben fann, unb in beiicn 
man immer (mit STuanal^me gewijfer Sfuöbrücfe in ber 3ns 
tegralre^nung) eine üon ben einfadjen Functionen »ieber 
erfennen wirb, weld^e ben ©egenjianb beS tjor^erge^enben 
Sfbft^nittö ausgemalt Ijaben. Äann man alfo biefe Sunc^ 
tionen bijferentiiren, fo ^at bie S)ifferentiation aller anberen 
Functionen feine (^d^wierigfeit. 

Um bie angezeigten Stegeln aufjufinben, fei ©rjlenS 

y = M, 

wo V eine beliebige Function Don x fein mag. ^an fuc^t 
ba8 (Differential ber SSeränberlic^en y, welche ^ier btn 9tamen 
ber Function einer Function oon ber unabhängigen 
85eränberlic^ena:fü^rt5 b. ^. manfuc^t bie uneublic^ Keine 
Sfenberung; weld^e y erfährt, wenn x um bie unenbUd^ Keine 
®röße dx junimmt. SSermöge ber ©runbgleic^ung be8 §. 12 
^at man, wenn Ar biejenige 3unar;me ber Function v be- 
jeic^net, wefc^e ber ^unal^me ^x \)on x entftjric^t, 

wofür mau f (^reiben fann 

Ay /"(tJ + At?)— /(t?) At? 

Aa? """ Af? * AiF * 

aßenn nun ^ap ftd^ o^ne Sfiif^öten ber 9luH näbert, fo 
wirb nai) §. 12 

l\n^^=.-^ \in, I^^+^^tzß^^^l lim i'-- 
Aa? rfa? ' Av dv ' ' Aa? ds 
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dy ' du dv ^ j dy de j 

dx dv dx ^ ^ dv dx , 

man erßärt alfo baS'oefuc^tc I)ijfercntiatDerr;ältuip ^ 

iubcm man juerfl 5a0 I)iffercntiali}er^äftniß-|^ fo nimmt, 

otl^ irenn t? bic nna6I)ängige SBcräntcrlic^e märe, un5 fobann 

baö Sftefultat mit -^ mnltiplicirt, b. I;. mit bem CDiffetens* 

tialDer^ältniß ber Function o in SBcjng anf bic nna^fjängige 
Stranberliti^e o?. 

SBegen-^ ^^~* ("««^§.9) '«nn man flatt bcr 

©leid^ung dy =~^* -^' «tr au^ [(^reiben dy^=-^dv, 

beten gorm bie nämüi^e ift, alB wenn o 6ie unabhängige 

\ SSeränberüt^ träte. @efct man j, 95» y=t?«!» unb nimmt 

SSejug auf bie tjormel bc8 §. 17, fo ertjäft man rf.f?«= 

mo»-*rf», wie fonfl audj bie ??unction t? befc^affen fein mag. 

§. 25. SGBenn gegeben wate 

top p eine Function üon v, unb v eine Function t)on x be= 

jeic^nen mag, fo wilrbe man naij ber üot^etger^enben Siegel >?s 

juetfl finben -^= -^ . -^ Sf bet nac^ bet nämlichen 3lc^ -'(^f 

gel wütbe auc^ fein -^=-f-. "^/Hglic^ -,^' 

jfy_^Jydp_dv^ imb dy=^^^-^dx. 
dx dp dv dx ' ^ dp dv dx 

Unb ebenfo in jufammengefefeteten Säßen. 
§. 26. ee fei 3weiten6 

y = f (U, V), 

mo u unb «? jwci aSetänbetlit^e bejeic^nen, weldje fefbp 
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2« HI. HIMiilit. 

ttieber Sunctiüuen loon btx unaö^ätifligcu aSctänberUd^en x 

finb^ man fuc^t baö S)tfferentialüer^äftniß -^ btt ^tx^ 

änbcrlii^cny, irclc^e l^icr eine Function üon mehreren 
??urictionen üjon ber unabhängigen SSeränberlit^ena? ifl. 
Xiie Xiifferenj Ay ober /"(ii + Ati, c + Ai?) — /"(t*, c) iji 
ibentift^ gleii^ bem 9fu8brutfe 

goIgWt^ wirb 

Ay _ ^ /"(ti + An, p) -- /"(tf, t?) , f(H + Ati, p + Ar) — /"(tf + Am, v) 
Aj7 Aj? "" Aa? 

9öa8 bie ©ränje biefeö ?fu8brurf8 betrifft, wS^renb ^x un^ 
enblii^ abnimmt, fo ift bie Oränje be6 etflen ®Uebe8, nac^ 

. ; c/a j3' V v; . ^^ fBorljerge^enben, offenbar^ 4^- ^. 35ie ©ränje beS jtoei- 

<\^ ten ©liebea toürfee, wenn Aa conjlant n>are, ^/"y^^»^) g. 5 

aber ba An äugleiti^ mit ^x üerfdjwinbet, fo ifl biefer 
leUte SfuSbru* .einerlei mit '-^-i/^ ^, ober mit ^ ^. 
Sfifo bat man 

dy dy du j dy^ d^ . , /^dy du _. dy dv ^, 

"di du dx'^ dv dx ' ^ \du dx ' 5?^ dx J 

I)a8 gefachte a^itferentialoer^ältni^ if} alfo gleit^ ber 
(Summe ber bcifcen X)ijferentia(oerI}äItniffe in ©ejug auf bie 
beiben Functionen u unb «? einjeln genommen, b. [). bcrje^ 
nigen 3!)ifferentialt)er[;ältnijfe, meiere man erhält, roenn 
man boil eine SRal u allein, baa anbere SRal y> allein al8 
teränberlid^ anfielet. 

§. 27. SBenn gegeben hJäre 

y = f{t,u,v), 
wo bie brei SSeränberlid^en f, u, v ^mctlonen ber unabljän- 
gigen SSeränberlid^en x finb, fo f önnte man auf ät;nlic^c SBeife 
fc^lief en. 2Ran würbe für Ay btn bamit ibentifd^en 9Cu8brucf 



» 



^ \dl ds^ du rfF^ dv ^ ' • 



Suttctioneti nott ^nmiiontn. 2T 

f{t'^^t,u^^u,v-{'^v)-f{t-\'^t,U'\•^,v) 

m bic ©teile fefeeu ii. f. f., yxni enblic^ ju 5em älffttltate 
gelangen 

dy dy dt \ ^V ^^ \ ^ ^^ 

dx dl dx '^ du dx * €Ü> dx ^ 

worauö 

dv\ 
dv dx J 

gbenfo üerfa^rt man, nwnn etne grögete ffitjal^I Don 
^nctionen ba K% bie Don bet SSerAnberHc^en or abhängen. 

§, 28. J)ie gegebenen Siegeln in SBerbinbung mit ben 
9lefu(taten, meiere ber II. Sfbfdinitt entfjält, reid^en oollflän? 
big (i\x%f um ba8 ^Differential eines jeben beliebigen anal^ti*^ 
fi^en STuöbrucfs ju finben. 2)ie nac^folgenben S3emerfungen 
lücrbcn inbeffen no(^ baju bienen Tonnen, biefe 9frt Don 
atei^nungen ju erleiri^tern. 

SEBenn eine f?nnctian au8 einer anbern Function nebjl 
einer Eonflanten jufammengefefct ifl, fei eö bur(^ Sfbbition, 
©ubtraction ober SJtuItipIication, fo reitet ber bloße 93egrijf 
bea Differentials l^in, um baS Slcfultat fofort aujugeben.. @o 
y=a-f t? gibt dy=dv 

y=a — V dy = —'dv 

y=(W dy = adv, 

Sfußerbem t;at man nai^ §.24 

rf.t?»»=m!?"»-*. de, 
m m eine beliebige Sonfiante bejeicfenet, 

§. 29. SBenn eine Function auS mehreren Functionen 
bur^ 9(bbition, SJtuttipIication ober^iDifion jufammengefefet 
ifl, fo erhält man baS Slefultat burc^ tie Siegel ber §§. 26 
uub 27. SSejeit^ncn nämli(^ roieber f, u, t? Functionen ber 
unabhängigen SSeränberlic^en a?, fo pnbet man, ba^ 
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X8 lil« fttfd^ttitt« 



ysctt-^f gibt rfy=sdii-f-rfü 
u . du udv vdu—udv 

Um tiefen lej^ten VuSbrucF ju er^attett; tcixb man be- 
a^ten muffen, baj d.— =d.p-i=— — 

aSerlangt man, ba^ ba^ !3)iferential dy audgebrüdt 
toerbe burd^ bad 3)t{ferential ds btr unabhängigen Serän^ 
berß^en, fo ifl fflr dt, du, ife. reft). an bte ^teOe )u feigen 

- — dx — djp. —dir. 
da; ' dx ' Ix' 

§. 30. Sine befonbereSBead^tung betbienen biejenigen 
Snfammenfefcungen, ju benenbielogarit^mifc^enguncttonen, 
bie (gjrponentialfuncHonen imb bie trigonometrifc^en Sunc^ 
Honen nebfl ben itreidfunctionen ben Sfnfa^ geben, unb 
bie man mit einem gemeinfctiaftlid^en 5Ramen tranfcen- 
bente Functionen nennt. 

©erSBeg jur Sfufftnbung bea S^ifferentialö befielt im^^ 
mer barin, ba^ man bie gegebene Function unter Formen 
ju bringen fui^t, ä^nlid^ benen ber affgemeinen Funcäonen, 
mlä)t in ben §§. 24 bi§ 27 betrad^tet worben jtnb} ba^ 
man mithin biejenigen ©röfen ^erauS^ebt, welche man aU 
Functionen uon etnanber betrachten fann, fo lange bid 
man }u btn einfac^fien Functibneu gelangt ifl. @o i{i 
j. ©. bie Fnnction 

jetlegbar in bie beiben einfa^en Functionen 

y=fo unb i?=te. 
hieraus erl^ält man nac^ §. 20 

(fy _i dv _ j^ 

dv V* dx 5^' 



/' 



unb nac^ §. 24 

-~^-es= — r ""b «'y = — r . 
dx s,lx ^ s.ix 



§• 31. ®9 fei flegrbcn bic 8unrtipn ', "". ( \ 
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fo f ann biefettt jerfällt »erben in ^ ;^.^ A ;? c. ^ i '^^ 

y=ä^, unb r=6'. 
9la(i^ §. 22 ^at man 

dv ' dx ' 

unb nai) §. 24 

^=laJh.a^\h', unb dy=la.lbj'.b'jx. 






§. 32. 68 fei femer 
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iDo ti unb p }mei Functionen ber unabhängigen fBerAnber:» 
n^en X bejeic^nen« SOenn man nai) ber Siegel bei §.26 
trn^ einanber in 93e{ug auf u aMn, unb in ä3e}ug auf o 
allein bifferentiirt, fo erl^äft man 

du ' dv ' 

?nfo burc^ »bbition ber Slefultate 

§. 33. ga fei 

y=sin(a?4-|3t), 

too 7t Wie gemöl^nlic^ bie ^albe Äreiötjerip^erie für ben 
$albme{fer @ine bejeid^net. änUßt man biefe Function 
in y=sinr unb v=x-\-j^ii, fo ^at man 

dt dv . 



dv ' dx' 

folglich 
-A = cos(a?-|--|jt) = — sino:, unb dy= — s\nx,ds. 



dx 



Da aber sin («+i^) =cosa? \% fo ifl fcamit bie fi^o« 
oben ^ergeteitete ®(eid^ung toieber siim 93otfd|em oefommen 

d . cos x=^ — sinx.dx. 






_ <r 



1 ,, , . %\nx - j dx 



., , , y. SOIan finbet ferner fftr 

_ r^. . . i - vs=cot a?=— ; , »y= — -^^ — i 

1 , wnx^dx 

vs=:secjr= , dü'=^ 



i 1 co8j?.(22; 

, . . c I d..sm^ cosa:^ , dx 

y=/sina;n)trb^:= 



Bin 0? sin X fang ^ 

, , d. C09X sinj? . dx 

' ^ eOBiP COSO? COlJ 

§• 35. Unter ber untgef ehrten ^unttiun ober ber Um- 
fel^rung Don einer gegebenen Snnction f{v) berjle^t mnn 
biejenige Function üon u, mlijt man txfßlt, wenn mon 
bie Oleid^ung u^:=f(v) in Sejug auf v auflöft ©o ijl 
unter ben einfachen Functionen a* bie Umfe^runfl ber 
Function log x*^ arc sina? bie Umfe^rung ber Function 
sin 07 3 arc cos x bie Umfe^rung ber Function cos^. 

Srtan erhält lei^t baB Differential ber umgefcf^rtfu 
Function, wenn man ba8 Differential ber gegebenen Func- 
tion fennt» Denn e8 fei j. 58. 

y=arcsinrr, 
unb man fut^e ba8 Differentialify. 2Jlan l^at 

siny=a?, 

unb wenn man auf beiben ©eiten biefer ©leit^ung Me 
Differentialoer^ältniffe nimmt (f. b. Sfumerf,), inbem mau 
y aU Function Don x anfielt, unb babei bie Siegel M 
§. 24 beachtet, fo erhält man 



Wunttionm nots Sturtioiteti. 
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cosy. - 


dx 


1 


dy 


1 

COSI 




i 


dx 


\f %/- 


1 T» 



tvormiS 



aSerfä^rt man cbenfo awä) mit fcen übrigen trigono^ 
mrtrifc^m Sinictioncn, fo ftnbct man 

dx . _ <&r hy '-^ 



({.arcsina? = 



d.arcco8a?=« 



"—/ 



rf.arc tangir = i-i — r, a.arccola? = — -r-i — z, 
a. arc sec a? = — , a . arc cosec a?ssc — 



- ^1 



/" /•» 






xY^' 



=.( 



1' x^x^—i 

?(uf ä^nU(!^e SBelfe fann man auc^ bie Sfuffuc^unfl' 
be§ fc^tt oben (§. 21) gefnnbenen Differentiale tjon a» anf 
basjenige Don log a? jurflfffü^ren. !Denn au8 ber ®rei:= 
(^ung y=a» erhält man logy=d? loga, folglich wenn man 
auf beiben Seiten biefer ©leid^img bie DiffetentiaCe nimmt 

löge. -^ =^log a.dx, Woraus dy :=^—^^^.d*dx. 

Slnmerf. SSenit jtpet SuttcHoneit /*(x) unb F(üe) mxati* 
ber g(et(^ finb, unb juxir enttoeber für ade 9Sert(ie Don 
07, ober nur für folc^e äBert^e biefer SJeranberlic^en; bie 
ein getoiffeö 3nterüaQ nic^t überfc^reiten, fo loerben auc^ 
ibre beriüirten Functionen, imb foIg^c^^an(^ i^ire Diffe« 
rentiale innerhalb beSfelben 3ntert)aOed einonber gleich 
fein. Senn aud ben beiben ®Iei(^ungen 

/'(a?)=F(a?), f(x-^^x) = F(x + äx) 

lit^t man 

f(x + ^x)—f{x) _ F{x+^x)—F{x) 

tkX . tiX ' 

toorau« folgt; tvenn man 311 ber ®rän}e fihr üx^^ü 
übergebt 

r ix) =r {x). 

^axi koürbe blefrS Siefultat auc^ bann nocb erhalten 
\iaitn, wenn bie Ißifferens f{x) —F{x), anffatt fRutt 
iu feiU; trgenb einen conflanten SBert^ gehabt \^atU. 



c' ' 



\ + >» 



Si. 



w' 



)).-.. 



y 



V 



82 IIL «bf^ttiit. ^ 

§. 36. gür bcn |3ractif(^en ®tbxa\i6) ip e8 gut, bic einfa(!^= 
Pen 3)iffetcntiaU2fuö5rü(fc im ©ebädjtnif ju \)aitn ^ bicfelben 
finben jt^ in ber nadjpel^cnben Ueberjtj^t beifammcngcfiellt. 

d{aX'^b)==adüi! d BiaTs=:co»jp,ds ä.we sin x = — 

^_ ite . <te rfa? 

d. Vrr= — ;^ d.cotrF = ; — r ö.arc col^=r — ^j-^ — r- 

- , , dx , iinx.dx . (fa? 

dAo2X=s löge — d.secap » — a.arc secdprs . 

d,a*=la, of^ax o. coseca? = — — ^ — — a.arc co8eca?= 



SJlit jufammenflefcjjtcren ?5itnctioneii Derfä^rt nwn, 

tt)ie im §. 30 angcjelßt »erbtn ip. 

§. 37. Um \iOi% ©erfahren no(^ nn tintßen ffleifpielen 

JU erläutern, fei 

1) y = (ad?«-j-i)». 

SJlan jerlegt bi«fe ^mction, »ic folgt 

2L)urd; bie bor^erge^cnben Siegeln erfjält man fobann 

dy=nu?^—^ du, du=adv, dv=imx^—^dx'^ 
unb inbtm man fubfKtuirt 

du = a.mx^— * dx 

rfy=«(aE«-j- *)""'* • amx^—^dx. 
Sfber in ber STuaübung wirb man fe^r balb {tnben, ba^ 
e8 überftüffin ip, alle biefe ©feiii^ungen ^iujufti^reiben, ba^ 
man bielmeßr unmittelbar mit benjenigen ®rößen o|3eriren 
fann, totlijt in ber üorgefegten Function felbp cntf^aften 
pnb. @o wirb man ^ier anfangs in* S3ejug auf ax» + b 
bifrrentüren, woburi^ man erhält 

dy=^n {ax^ -f^ ä)«—* . d {ax^ -jr t). 



9nit(Hotien t^^ gfuitctioneti. 33 

©obann um ba^ ©iffercntinf d (iM?«-f-*) S" ftnbfH/ 
fciffcrcntiirt mau iu ffiejug öuf x**^ biea fliOt 

Subli^ ^at man 

3)ie attmäligc ©ubfHtutiou biefcr SBcrt^c ffi^rt ju bem- 
jcnigeu tjon rfy. 
g0 fei 

SBiK mau ben obigen Stegein gemäp üerfa^reu^ fo n?irb 
man fe^en 

y=sinf^ ^=— / ^='Vvf » = 1 — a«ar*, 

ftjomit bie gegebene t?unction in bie in i[;r ent[;aftenen ein:= 
fad^cn Functionen jerlegt Wirb, bereu 3)iferentiale mau 
unmittelbar feunt. a}tan erhält aföbaun 

^ = cos r . dt, dt =s — , rfw=— — ^ dv=—a ^.2xdx, 

nnb bur^ ©ubflitution 

, a> . xdx 

du= — 



dt=^ 



adx 



(1— a^jr«)« ' 



, oj? adx 

dy= cos 



?r6er ol^ne biefe ®[eid;ungen [;injufc^reiben, fann man aud^ 
unmittelbar mit bcn in ber gegebenen Function enthaltenen 

Sfuiutioneu operiren* @o wenn man juerfl nai^ 



ax 



bifferentiirt, fo erhält man 

r 

f ' dx j /^ ox \ 

dy = cos ^ , a i — ^===l ). 

Yt-ra^x^ \.Yi—a^x^ y 



34 ^ IIT. Wfi^iiitt 

^etrat^tct mau fobann rüic einen 93ruc^ Don in 

gorm -- , fü ^ot man 

35arauf wirb 



dVl 



9/^S 



-a'o? 



d(l— fl»J7«) 



d C ^'^ \ fl<to 



2V 1— a«jra 

unb enblid^ 

rf (1 — a« a?») = — a* . 2 a?dir. 
@u6jHtuirt man nun jeben 9fu9bru4 in ben nac^or^er- 
gel^enben, fo fommt 

es fei «.-.taiHr^ 

toü c, gemäß bem §. 16, bie 83afi8 ber natürß^en ßoflo- 
rit^men ifi, unb u unb c jtuei Functionen ber unabhängi- 
gen SBeränberliti^en x bejeid)nen. ©ifferentiirt man iuerjl 

in ©ejufl auf au^ lang ^ , fo [jat man 

rfy = « "* *"« ^iH^^.rf Q««» . lang jji^). 
©irt nun 6nS ^tofcuct au* tang ^" , in 99e}ug ouf fci« 

Reiben Sactoren au* unb tang -jx-j biffercntürt, fo fommt 
d (au* . tang -jjj^) = tang :jjj^ d (au*) 
4-««».dtang-jjj^. 



afttnrtiotten noit Sttnrttoiiett. 35 

äJlaii ^at aber 



d- «* 



fmier 

un5 3ule|t 

d(ii» + »») = 2 {udu + orfc). 
©ubjlihiirt man nun jebeö Äffnltrtt in ben nät^flüor^^ftt 
0t^fn6en Sfuebrudf, fe fommt 

t tt* 2iip(prfii-^tftfe) 

rf lang -?^- = 2iit;(rrftf-«dr) 



(u^+v^y 



Q 



^nrnit fcaa ötfut^te Differential dy üermittclj!- fceS 35iffe* 
rentials rfa? ber nnabljängigen SBeränberlic^en auöflcbrflcft 



^nbt, r;at man f^ließlit^ nodb für du feinen SBertß ?^ dx, 

unb für d» feinen Sßertf)-^ dx ju fefeen. 

S)ie wtflefeenben JBeifpirle werben ^inreic^en, um ben 

3* 



96 IV. n^^nHt 

©rtiifl 5cr in ffttbt fle^en&cn Dperatiou fenneii ju lernen. 
T)x\xij tielfäftige 9fniten5unfl uerft^offt man jtt^ bnrin 
leidet bic nötljifle ©elflufigreit 



IV. IDiffercnttatton ^et Suncttoiteii oon ntel^irereit utiabs 

j^fingtgeit Setftn^arKc^ev. 



§. 38. äßenn man, getndf bm im §. 2 entti9i<!elten 
Gegriffen, eine ®Iei(^ung jn^ifcften me^r alö jmei SSeranber* 
liii^ett befifct, fo tnirb mnn allen biefen S3eränberli(i^en, mit 
2fuönal;me einer cinjigen; üöllig »ittfürlid^e SBert^e beilegen 
bürfen. 2)iejcnige Scränberlic^e , beten SBert^ burt^ bie 
®Ieic^nng beftimmt ifl, fobalb man für alle übrigen 83erän=: 
berlici^en wittf ürtit^e 85Jcrt[;e angenommen f)at, l^eißt alsbann 
bie Snnction biefer lefeterenj biefe bagegen ftnb bie unab* 
gängigen SSeränberlic^en. Tlan fann biefe SBejie^ung au9^ 
brütfen bnrc^ 

wo u, V, X, y, ... bie unab[;ängigen SSeränberlit^en be= 
jeic^nen, z aber bie abhängige SBeranbcriidie ober bie Suncs 
tion ber übrigen. Um jtd^ t?on folc^er Snnction ein üoff^ 
flänbigeS SSilb ju entwerfen, ifl e8 nöt^ig, ba^ man jebe 
ber SBeränberlit^en u, v, x, y, ... alle SBert^e Don — oo 
bie + OO bure^Iaufen lajfe , unb babci bie Slei^efolge 
ber entfpre(^enben SQSert^e bead)te, irefc^e bie Snnction z 
abnimmt. 

§. 39. SBenn nic^t mc^r ale jtüei nnab^ängige SSer* 
änberfid^e tjor^anben fmb, nnb man alfo [jat 

fc bietet no(^, tüie früher, bie (Seometrie bci% 9JHttrt bat, nm 
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flfttiKttoiien ooit mt^tittn fBtt&nhttÜ^tn. 
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bie Slei^efolge ber S8ert(;e berSltnction « anfc^milid^ bav» 
jiiflrSeiu SRait ne^me im Slatime 5tei Vd^feti an, bie tUu 



anbtx in tinem fünfte 
Wg. 2. 




0^ 9ig. 2, unter te(!^ten SBinfe(n 
burd^ft^neiben. I)ie beiben uimb* 
ßangigen 95erSnbetIi(^en x nnb y 
betradjte man »ie jtt»ei Sfbfriffen, 
beten willfütfiii^e SGBert^e in op unb 
jf auf ben beiben etflen 9fd)fen ab* 
getragen Sorben finb, unb bie ab* 
gängige SBeränberlit^e z toxt eine 
Drbinate, beren au8 berSSejie^nng 
^—fi^fV) flc^ befKmmenber SBertf; in or auf ber brüten 
«(^fe abgetragen »irb. 3)ie beiben SEBertfje t?on x unb y 
leflen in ber Sbene «y einen ^unft m fejlj errichtet man in 
bitfem ^uncte m ein ^erpenbifel auf ber ®bene xy, beffen 
ÄÄngewJr gfeid^ ar angenommen mirb, fo erhält man ei* 
ticn ^unft M im Slaume, bcjjen ^rojectionen auf btn brel 
Stufen bie bor^in befHmmten brei ^uncte p, q, r jtnb, ober 
ber toie ber Durd^fi^nitt breier ßbenen angefe^en werben 
fflnn, üon wellten bie erfle burc^ ben ^unft p paraüel mit 
ber gbene yz , bie jtueite burt^ itw ^luift q |)araffel mit 
ber gbene xz, bie britte burt!^ ben ^unFt r paraflet mit ber 
gbene xy gelegt wirb. Saßt man nun fowol x af9 y afle 
nii)g[i(^en Söertbe t?on — oo bia +(30 bnrt^Ianfen, fo wirb 
ber ^unft m alle mi^glic^en ßagen in ber ©rfhrerfung ber 
ßbenc xy anneC;men. Die SBertl^e üon z werben fobann bie 
juße^öriöen Sagen beS ^unfteö M fejljletten, unb ber 3n* 
begriff aller biefer ißagcn wirb eine SIäd)e ergeben, beren 
©ejlalt über bie Sefd^affenf^eit ber fjnnction z ==f(x, y) 
unb btn ®ang i^rer SBert[>e Sfuffc^Iu^ geben fann. 

SBcnn bie Sfnja^I ber unabtjäugigen SSeränberlic^en bie 
3a^l 2 übertrifft, fo ijl e9 nidjt me^r mi)glid), auf folt^e 
SBeifein ber ©eometrie ein anfd)auUc^c9 SSilb Don berSlatur 
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38 IV. fOMiritt. 

IIII& \ji\\ @tgettf(^ifteti einer 9unctiett aufjufin^. dt^at 
bieten meiere |>^i;fifalif(j^e Untetfuc^iutgen iien Vnla| }ui 
S3etra(^tung t>on ixfx, unb felbfl kHet unob^ittoigen SSerans^ 
berlic^eu^ inbeffen fo6d(5 bie SCnsa^l biefer SBerAnberUf^en 
btttäc^Ui^er n^irb, fo, ge^&reu bie fragen nur no(!^ ber ^\\(\? 
(I^fto an, bereu ^Tllgemeiu^eit feine SBef(!^räufung erTetbet uttb 
bie alle Sfälle jimfafti }u h)etc^en iema(d bie 93etrad^tung 
ber ®rö|en ben ^\\\o!^ geben fönnte. 

§• 40. Xie £)ifereutiatiou ber Functionen t>on nte^^ 
rereu unabr;änßigen SBeräuberlicben {}ü^t ^i) auf btefelbrn 
©runblagen, meiere in ben t)ort;erne[;enben ^bf(^nitten ent:' 
galten ftnb. 3ebe unab^ängifle äSeranberlid^c u, p,x,%,,., 
erteibet einen dutoac^d um eine unenbtic^ Heine Xiifferenj 
du, dp, ds, djf ... Don benen jebe einen confianten S8ert() 
befi^t, loA[;renb fie jeboc^ unter einanter in gar Feiner be« 
Pimmten fBeiiefjung flehen, ^ie SSeräuberlic^e z änbert fi(^ 
in tSolge befTen um bie unenbüd) Heine @röfe dz, bereu 
SQert^ mau immer burd^ bie SSetrad^tung berjenigeu ©ränjeu 
finbet, »eitlen bie SSerljältniffe unter ber 3una§me ber 
Function unb btn 3una[;men ber eiujefnen unabt}ängioeH 
SSeraubertic^en fletd näber lommen. 

S)enn ed fei bie gegebene Function 

SBenn nun x unb y ref)}. um bie mififurUc^en ©rufen Ao; 
unb Ay »aci^fen, fo fann mau bie entfprc(^enbe2fenberung Az 
ber Function in jwei Stjeilc jerlegen, oon benpn ber eine au8 
ber ?fenberung oon x attein, ber anbere cin^ ber Sfenbenuifl 
Don y allein ]^erüorget;t. Sn biefem Snbe Ijat man nämlic^ 
nur nötljig, für beu SfuSbrutf Don Az, nämlic^ 
Az = /*(a? + Aa:,y+Ay) — f(a;,y), 
ben bamit ibentif(^en 9fu8bnuf an bie ©teile ju fe^en 
Az=:^[f{x + Ax,y)-fix,y)] + [f{x'i'Ax,y + Ay) 

— A^ + ^f»)]/ 









L 
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mf&v man anif fc^cei^ fäsn 



man nun bie 'J)ifferenjfu A« unb Ay ft^ oljne Sfuf:: 
^ßreu bcr Slutt nähern, fo (jat man in ©emä^^tlt ber 
entmtAertmgm bed L ^fbfc^mttd 

unb cbenfo mit 3ujiel;un9 einer ä^ntic^cn ©etrad^tung lüie 
im §. 26 

lim /'<^+^^y + Ay)— /(dP+Aig/y) _ d.f(w,ff) 

Ay d9 

Scr 9[u0brttcf fttr ha^ flefut^te (Differential wirb alfo 



dx ^ dy ^ 



über fflrjer 



i^^J^dx+-^dy. 



§. 41. SBenn bie üorgelegte gunction brei ober merjr 
unabfjSngige SBeränberlic^e entfjäft, fo fü[;ren nod^ immer 
bicfelbcn ©cttat^tiingen jnr 9fuffinbung i^reö 35ifferentiar8. 
@o mirb m^n aw^ 

z=f(v, X, y) 

erhalten 

do * dx ' dy ^' 

trofür man auc^ fftrjer ft^reiben fann * 

dz =ss-—dv -| — — dx-^-j^ dy. 



Sbenfo bei einer größeren ^nja^I ton SBerAnberlic^en. 
SJtan wirb bemerfen, baß in biefer tfotmel ba^ ©lieb 

-^do baöjenige (Differential ber üorgelegten Function bar^ 

fleQt, toe((^e3 man finben toürbe, wenn man v aKein ald 
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unab^ngige 93n:anberlii!^t atife^n looDte. snati nennt 
bciefri6e biiS partielle X)ifferentta( 5et Function z, 
genommen in S3ejU9 auf bie SBeränberli(i|e v. @6enfo Reifen 

bie ©lieber -^ ^ unb -^ dy bie partiellen Differentiale ber 

Function z^ genommen in SSejug auf x unb auf y. 3)ie 
@umme biefet partieOen !S)iferentta[e mad^t ba8 üpllftän^' 
bige ^Differential dz ber t)orgeregten Function au8. 

Die ©rüc^e ^, -^, -^ finb ^ier anal^tift^e 3ei(^en, ttjelt^e 

bie DifferentialDer^ättniffe ber Function z in S3ejug auf je 
eine ber Seränberli^en », x, y, biefe al8 bie einjige 83ers 
änbcrlic^e angefel^en, auSbrütfen 5 ber 3ä^Ier dz biefer IBrfldje 
ifl jietö ba8 partielle Differential t)on z in JBejug auf biejes^ 
nlge SSerflnberlit^e, beren Differential im 9tenner fiel;t. 9Jtan 
barf mitCjin ba^ dz, lüelc^eö im 3a[;rer fle^t/ niemals mit 
bemjenigen dz t)er»e(j^feln, welches auf ber finfen (Seite ber 
obigen ©leic^ung üorfommt unb ba^ üotlftänbige Differential 
ber ?5imction z auSbrüdft. 

Söermöge ber Unabf;ängigfeit, roelc^e unter ben SBert^en 
ber SJeränberlid^en v, x, y flattfinbet, ifl e8 übrigens f eineS^ 
weg8 erforberlit^, fie alle gleid^jeitig jlc^ änbern ju laffen. 
83ie[met;r roenu man ba^ Differential ber Function z = 
f{v, X, y) verlangt, fo ^at man ftets nocb befonberS ^in^^ 
jujufügen, ob biefes Differential ba^ üoIIfiÄnbige Diffe== 
rential fein foU, in todä)tm ^dOit ed allgemein burd^ bie 
obige Sormel auSgebrüdft mirb, ober ob es nur in SSejug 
auf eine, ober auc^ auf einige l^on ben Seränberli^en foff 
genommen n^erben. 2m le^teren ^aOit mürbe man in ber 
in älebe flel;enben Sormef biejenigen ©lieber meglaffen^ mel^e 
frd} airf aSeränberliti^e bejiel;en, bie feiner 3unat;me follen 
fäl;ig fein. 

§. 42. Da nai^ bem 9JorI;erge^enben bie Diffjnrentia^ 
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Hott btx 9uttttionen t^oti mehreren uitab^angigctt 93et2n5tr:> 
li(^eti bataitf }itratfgefa^rt mitb^ bie Srunction in 99f}ug auf 
iei)e ehiierne biefer SSerätiberlic^ett jtt bifereittiirett^ fo toitb 
matt o^ne ®i)toxtxiQftit in jebem befonbertn Saffe mit btn 
m üor^erge^enben ^(bf^nitte gegebenen Stegein {um dkAt 
gelangen. 

§. 43. @o6alb bte gegebene Sitnctton nur jwei nn« 
abhängige »eränbetliiö^e enthalt, wie 

fo ftnb bie tjerfc^iebenen Steile be6 üottflfinbigen ©iffetentuirö 

gemäß bem, was im §♦ 89 gefagt Sorben ifl,. einer geome* 
trift^en ©arftettung fä^ig. 6$ fei m, gig. 3, ein ^unft btt 

6beneay^ bejfen (Soorbinntenop 
unb oq SBert^e ber SJeränber^ 
n^en op itnb y barjleffen, unb 
Jf fei ber in m projicirte ^unf t 
ber gläd^e, bejfen Drbinate or 
bett juge^örigen SQert^ ber 
Function z angibt ^ie du- 
nahmen Ao? unb Ay mbgen burc^ 
mji unb mp,'' bargefleKt totv» 
ben. Secner benfe man jlc^ bie Stäche im fünfte Jf bur^ 
jiüei ebenen gefc^nitten; toclc^e refp. ben ©benen xz mxb yz 
parallel laufen} bie ^rojection ber im erjien gatte entjle:s 
I;enben Durc^fii^nitterinie auf bie gbene xz fei wlti , bie 
^roicction ber im jtuciten galle eutfle^enben S)urd)fc^nitt8== 
linie auf bie ©bene yz fei fn"n'. Sflabann ifl ffar, ba^ 
fit bie Sfcnberung bejei^net, welche bie Drbinate z erleiben 
würbe, tozww bie 9fbfciffe x affrin junä^me um Aa? ober 
m|i'} ober ba^ n'r' bie 9feiiberung bejei^net, welche bie 
nämliche Drbinate erleiben wiirbe, weitn bie ^Tbfciffe y adein 
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fiil änbevte um äiy obtt mii\ ÜMe üottfUnblgt 9feiti>erung 
Nr Orbttiate z bofft^m, tuel^e aud btx gleid^jettigm %enbe^ 
tun<g beißet STbfäfTen ^erüorge^t, toivb borgefteKt bun^ bte 
{Diffcrmj jtoift^cn ber DrWnafe bed^unftföJf&erSIddje, 
mcb^ec ben ^unft m ju feiner ^rojection ^at> irnb 5er 
Drbinate beSjcniflen ^unftö ber nämfic^cn ^lM)t, mläftt 
bm ^uiift ■» ya ftmec ^rplcction ^at SBerbeit.nun bie 
3una§men unenbUt^ Hein atigettommen, fo brüdCt nr Iben 

dz 

%f)tll -^ dx beS üoffiianbtgen $)iffcrentiar6 auS, unb 6a8 

dz 

©iffcrentialücr^aitnif -^; weld^eöjn 83ejug mtf a? genom= 
inett ijl, iDirb bur^ bie trigonometrifc^e Sangente be6 83Bin= 
fere nnir bargefieat. g6enfo brütft nr" benSf)eiI~d^ 
be8 tjoffjlänbigen X)iffetetitial8 m^, unb baS 35iferentialüer:= 

dz 

^fiftniß-^, »el^eö in SSejng auf y genommen ifl, tüirb 
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burti) bie trigonometrifdje Sangente be8 fiBinfefS ti'm'r 
bargefleHt. SJlan erfennt alfo, ba^, unter ber SSorauöfe^unii 
unenbit(^ Heiner 3una^men, bie Sfenberung ber Drbinate z, 
xcz\6)t iwxij einen Uebergang au9 bem in m projicirtcn 
fünfte ber fjlfic^e ju bem in n projicirten fünfte bcrfe(6tii 
glädje $u ©tafibe fommt, immer ber (Summe berjenigen 
Wenbernngen gfeit^ ip, n^el^e entfielen, tüenn man aw^ 
bem in m projititten fünfte 511 ben beiben in ji' unb fi" 
projlcirten fünften übergebt. 

S)iefe 93etrad^tungen tDerben fpätertjin n^iebtr aufge^ 
uommen werben unb eine größere ?fu8be^nung ert;alten. 



V. Wfi^ti. UMfOmMU aNtictioneit. M 



V; Differentifttfon vntntmHttUn ^tmäi^nen. 



§. 44. ®nt gunctioii tPirb entwirf dt (rfl)ßcit) qu 
imnt, mtm ifyc anal^äfc^t VuS&rurf t^ermittelfl btt ton^ 
flanten \mb Derfinberli^eii (Stö^en^ i>pn torlf^en i^t SSBeit^ 
nb^cinot, gegeben if}. @o jagt man , bie Sitndion z btt 
bciben Seränberlit^en x unb y fei eine entwirfelte Sunction, 
ober jie fei entmirfelt gegeben^ tuenn man bie ®(ei^nng ^ot 

£)agegen n^enn bie Function z noij mit ben SSeränbetlid^en 
X unb y Dtdnüp^t in einer ©(eic^ung Dorfommt^ toit 

tDtldje nic^t in 93e}ug auf z aufgelöft ifl^ fo toixb biefi 
t^unction unentmirfelt (implicit) genannt 5 unbmant)ers 
jle^t unter biefer ©ejeic^nung, ba^ ber SEBertlj ber gunction 
z, obgleich berfelbe bejlimmt i^, fobalb man ben SBeränbers 
litten a? unb y bejKmmte SBert^e beigelegt I)at, nur not^ 
nic^t buri^ einen au8 biefen SSeränberlic^en gebilbeten ana« 
I^tif^en ?ru6bnirf bargejlellt mirb. 2Äan fann aber bie 
unentmirfelten Functionen eben fo leidit tifferentiiren , mir 
bie übrigen, b. ^. bzn ?fu8brud für ba^ X)ifferential ber 
gimction erhalten, oljne bie ©lei^ung aufjutöfen, in weither 
pe tjerfnüpft üorfommt. 

3u bem @nbe fe^re man ju ben (Srunbbegriffcn bea 
§♦ 2 jiixürf. 35ie Slatur einer jcben Sfufgabe bejlimmt 
immer fon?oI bie Sfnjat}! ber aScräuberUd^cn, al8 auc^ bie 
ffiejieljungen, welche unter benfelben pattpubcn unb burc^ 
®lei(^ungen auSgebrüfft werben. S)ie ^fnja^t ber SJerän- 
berücken fei m unb bie Sfnjal;! ber ©leid^ungen fei », fo 
werben m — « SSeränberliclje uuabt}ängige feinj bie n übri- 
gen 83cränberli(^cn fiub fobann Sunctionen ber erficren.. 



» » ' 
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Scriifr Wirb man biejcnigen ©eranftcrfit^ta befttmtnt nii:^ 
jeigen^ tuefd^e ald bie imab^ngigrn angefe^eti tüerbeit foSett, 
mxb eben fo biejenigen, weld^e ?functionen ber erbeten .finb } 
nnb biefe Unterft^eibung mti^ o^ne ^metc^ung burd^ ben 
ganjen Sduf ber Operation feflgt^alten merben. 

@6 mag nun jtierfl ber eiirfa^e 9aB betrachtet tottben, 
too }n)if^eti einer unabhängigen SSeranberltc^en s itnb 
i^rer Function y bie (S(ei^ung bef^e^t 

f(x,y) = 0. 
!3>a biefe @Iel(^ung ftatt^nben mu^, »eichen SBert^ man 
an^ ber SBeränbertid^en x beilegen mag^ fo ^at man äugen- 
ff^einlid^ 

Y(a? -f Aar, y + Ay) = 0, 
wo, wie bisljer, Ay bie 3una[)me ber Function y bejeic^net, 
weld^e ber 3una^me A^ oon x entfprid^t. SDaraud folgt 
weiter 

fix + ^T,y+ Ay) — fix, y) _ ^ 

welche ©teid^ung für Jeben 3Bert^ oon Aa? befleißen muß, 
unb folgli^ auc^ für bie ®ränje, welche ber linfen (Seite 
ber Oleic^ung angel^ört, fobalb äx bem SBert^e 9lutt immer 
nä^er gebraut wirb. 3)icfe Oräuje ijl aber nichts anberea 

als ha^ 35ifferenHrtrt?err;artniß tdpJl tcr linfen Seite ber 

ax 

gegebenen ©leidjung, bejfen SfuSbrudf nac^ §. 26 wirb, wenn 
man beai^tet, bap x bie imab^ängige S3eränberlic^e unb y 
«unction berfelben ijl ^^^^ + d.f^ix,y) ^ ^^^ ^^^ 

alfo bie ©leic^ung 



d.f{x,y) 



, d.f{x,y) dy _ ^ 



dx ' dy dx 

welt^e man audj fftrjcr fc^rciben fann, wenn man bie ge^ 
gebene Function f(x, y) bloß burd| ben ÜBucbPaben f it^ 
jeidinet, 



r 



UsmtnHf fite tnitcHfitni. W 

3)araitd erhält mau entließ für beii 9ruai)ru(f bed S^iffe^^ 
rentinloer^ältniffied ober ber beriüirten t^unctiou t^on jr 

rfy dx^ 

~dx d{ * 



ÜRan fann äbrigenö bemcrfcn, baß biefcS !J)iffcrentiafüet:s 
^Sftnip im affflemeinen burt^ beibe SJeränberfid^e x imb y 
Au6gebrü(It fein ti^irb. 

S)ie ®röße ^ + -J^ Ä. tp ni(^t9 attbetes ofe baö 

J)ifferential brr Function f nai) SBeglüerfimg be8 cous: 
jianten gactorö dx. DtefeS ©ifferr ntinl foff ßleii^ Slutt fein j 
unb in ber S^at, wenn bie ©feic^ung f {x, y) = für 
jeben beliebigen SBertI) üon a? befielen foH, fo mirb ber 
Äuabrudt für eine enMic^e ober unenbli^ Weine Jfenberung, 
hjel(^e bie Function f{x, y) in Solge einer enblic^eu ober 
imenbttt^ Meinen 3una^me beS x erfahrt, flcfö gleid^ 3luff 
fein muffen. 3m allgemeinen roirb man ^ieranö fd^Heßen, 
bfl^ bie ©leic^nng /■= 0, h)o f eine beliebige Function üon 
mehreren SBeränberlit^en bejeid^net; fletö jur golge [jat bie 
©Icid^ung 4f=0, tro df bn8 S)ifferentiat ber Function 
f bebeutet, weld)e6 ein üoHflänbigee ober ein tJartietteö 
J)ifferentifll fein fann. 

§. 45. @a bleibt mi) ber allgemeine ^aVi }u be^^ 
ttrt^teU; ttjo man mehrere Functionen unb mehrere unab- 
hängige SBeränberlic^e fjat 68 feien j. 83. bie beiben 
(Sleid^ungen gegeben 

f(P, ^/ y; ä) = 

*X»/ ^/ y, ^) = 0, 

in benen v unb x unabhängige SSeränberlic^e fein mbgen, 
y unb z aber Functionen oon v unb x, welche burd) biefe 
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(riben ®(fid;uiioen unrntmiMt gegeben ftub. X)ie !3)ijfe' 
rentiate ber beiben Sunctloneii f unb F mfiffen nad^ btm, 
wae fo eben Qt^aQt morbentjl; gleid^ 9htll fein) menntnan 
alfo bie !DifferentiaIe mi) btn Siegeln ber tjor^erge^enben 
9rbf(!^nitte bilbet, unb babei fefl^Stt, baf y unb z Functionen 
t)on V unb w {inb; fo ^nt man 

\dv ^ dy dv * dz dcy ' \da! ^ dy dx * dz dxj 
\dt> ' dy do * dz dv 

3n jeber biefer ©leid^ungen lann man naäj ©efaDen 
dr £=s 0^ ober anäi dir s=r o annehmen, (^ie find mithin 
gleit^bebentenb mit üier terfd^iebenen (Sleitl^ungen, aus bcnen 

bieSBert^e ber i?ier ©ifferentialDer^ältniffe -%!-%, -J, -^ 

beftimmt werben f önnen. 3)iefe ®iffetentia[üer[;äftniffe ftiiben 
[xä) anSgebrütft burd; bie rier Ser5nberli(!^en v, x, y, z, 
§at man auf biefe SBeife bie SBert^e b;er partiellen 
iDifferentialter^ältnijfe ber ffimctionen y unb z gefunben, 
fo bUbct man bie üoffffänbigen ©ifferentiate biefer Func- 
tionen, inbem man bie in Siebe fletjenben Söert^e in bie 
affgemfinen ?fu8brürfe fubpituirt 

^ do ^ dx ' dv *- dx 

3)ie ^ier angeflellten fBetrad^tungen laffen fl^ leicht 
auf folt^e eJälle auabe[;nen, wo eine größere ^nja^ üon 
aSerättberlid^en unb twn ©reic^ungen Dorgtlegt iff. 
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VI. iDtfferentiale l^d^erer Orbtittn^cn für bte ^nncttonen nott 

eineir SSeränberUd^en. 



fc^ränfutifl aufgenommen; wo mxv eine itnöbt;ä»fliflc SJer« 
anberlid^e a? nebfl ber bat»on ab^änfligen Shmction y üor* 
liegen,, fo baß man §at 

nnb juflleii!^ wirb, um größerer Sfnfc^aulid^feit willen, aul 
bent §. 5 bie geomettifc^e ÜDarfleSung ber Sfnnction ju 
«>ülfe g^jogen. S)ie srbfcijTe OP, Sig. 4, bebentet a?, bie 
Drbinate Pif bagegen y. 

tSig. 4. SDlan ne^me an, x wa^fe um 

bie wiafürlic^e ©röße Ao?, welche 
burd^ PF^ bargefleHt werbe. 35er 
neue SBertf; Don y, weither mit y» 
bejei^net werben mag, wirb burc^ 
F^JXt bargcpellt werben, fo wie Ziy 
burdj OJr. 2Jlan f)at alfb 
tof ^yx—y. ■:: J\ ^^- j 
3Jlan nef^me ferner an, (c wac^fe not^mart, twn bem 
SBcrt^e OP^ anöge^enb, um biefelbe Oröße Ao?, wefc^e bun^ 
Pf^' =: PF^ angegeben werbe. S)er neue SBert^ twn y, 
icel^e mit ya bejeic^net werben mag, wirb ie|t burc^ J^'Jf' 
bargefttttt werben, unb Ayi burt^ Q'M", ^aw bat , ^ • x ^ 

Ay, =y, -y. ^t li(^^^>^^ 

SSerfängert man nun bie ©ecante MM* biB «, fo Wirt) 
bie ginie 0' s gleit^ Oi»* ober gleid^ Ay fein, «fifo fkttt 
nM" bie Jrtferenj jwifc^en Ayi unb Ay bar. ®o »ie man 
mm mit Ay bie !Dt[ferenj ber beiben SSert^e üon y bejtit^« 
net ^at, wel^e fcen SPBert^en a^ unfe a? + Aa? entfpTe^^n, 
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VI. Wbfi^m. 



y ^ 



^/ 



^1 X. 



fo forbert bie 9rnciIo{)ie in gleicher SEßeife aui^ mit AAy 
ober A«y bie 3)ifferenj ber beiben SBert^c Don Ay ju bc= 
jeit^nen, toelti^e ben SBert^en x unb o? + ^ juflcßören. 
SJlan ft^reibt a(fo 

A«y = Aji — Ay. 
ajtnn gelangt ju einer bequemen Ueberfii^t ber ^ier 
betrachteten ©rbfen^ wenn mein biefeCben ya folgenber 
SaSeHe }ufammen{lent : 






duflc^5rtge 
SSert^e Don y. 



(Differenzen 
btefet SBett^r. 



(Differenzen 
ber ^Differenzen. 



X 

a?+Aa? 
•ar-|-^As 



y 
ya 



Ay==yi-y 
Ayi=yj— yi 



A«y=Ayi — Ay 



2Ran nennt Ay bie erjte S)ifferenj ober bie Diffe= 
renj ber erfien Drbnung ber Function yj unb A^y 
bie jroeite (Differenj ober bie 35ifferen} ber jttjei= 
ten Drbnung ber nSmUd^en Function. 

§, 47i 2Jlön nel^me Jefet an, bie 2)ifferenj Aa? ber un=: 
abhängigen Seränberlidjen trcrbe Heiner unb fomme immer 
nä^er bem SBert^e Slutt. S)ie beiben fünfte Ä', Jg' mer^ 
ben fobann immer nä^er bem fünfte if faden j bie beiben 
SBerttje y„ y% werben immer me^r gfeid^y toerbenj unb bie 
brel ©ifferenjen Ay, Ayi unb A»y werben ju gleit^er 3eit 
immer nä^er bem SBert^e Stuff fommen. Sfber ea iji wofjl 
jtt bemerfen, ii(x% bie jweite Differenj A«y t)iel ft^netter oSö- 
nimmt ale bie erfien 3)i|fcrenjen Ay unb Ay„ fo l>(x%f wenn 



^, Ay unb Ayi fei)!' Hein getuof 5en j!ub im S3et0(ei(^ }ur 
ginfjeit, fobanu A'y fetjr flein flemorbeu fein wirb im SSer» 
gleid^ ju Ao?, Ay ober Ayi. 

Um fid) bat)ou )u überzeugen, beachte man nur ^ baß 
ber Sfuöbrucf fftr A*y au(^ gef einrieben merben fann 

^^ - (^: - ^) ^- 

SBenn hierin Aa? abnimmt unb immer näOer bem Söert^e 
5«uafommt, fo werben bie ®rößen-^ unb ^ ftdj beibe 

ber nämlichen ®tÄn je nähern 5 biefe ifV -^. 35er SBertf) üon 

Ä*y ifi atfo aua iwei ?5actoren jufammengefett, meiere btn 
SBertt) 9lu[l jur flcmeinft^aftüc^en ®ränje [;aben, unb wirb 
alfo t?iel fd^neller abnehmen al8 jeber tjon bicfen Sactoren 
eiiijetn genommen 5 ober, wenn beibe an ftc^ fe^r Hein ges 
irorben fmb, fo wirb ber SBertt; üon A»y fefbjl fetjr Hein 
geworben fein im SJergleic^ ju jebem üon ifjnen. 

§. 48. ÜDer nämliche ^uebrud üon A^ fann au(^ 
gefc^rieben werben 

Aj? 



A« Aa? Ar .. .^ 



©obalb nun Aar ofjne STufbören abnimmt unb ffeiner wirb 
als jebe gegebene ®röpe, in weft^em ?fatle man biefe 3!)iffe:5 

rtnj mit dx bejei^net, fo r}at Jebe ber ®röf en -^ unb -^ 
}u iCjrer ©ränje lüa^ X)iiferentialt?er^äftnif ^l^jbaeSBer^ätt:^ 

Ay, Ay 



Aj7 AJ7 

Aa? 
9lat){<r, IDiff.* unb ante^rale. I. ©otib. 



ni^ ^ ^ aber Ijat ju feiner ®ranje ba^ S)iffercntiaf- 
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ücrt^iltniß btx 'Function -^-, b. i. 

_^_yi ^ jJjL 

i. Aj7 Aj: djr 
lim = -— 

ax . dx 

93ejcicf)net man alfo mit dhf ba0jfnigf/tt»ae au§ A*y tvirb, 
XGtww Aj7 in rfa? übergtf^t, fo bat man 

d^y = _^ ^^)^ 

SJtau nennt dhf brtö Differential bec jtoeiten Drbs 
nnng ber gunction y. Um größerer ginfadj^eit wiKen 
fdireibt man übrigens bfof tkx'^oitxdx^, umbaöduabrat 
i}on Aar ober ücn i/j? anjnjeigenj benn e8 ifl nidjt ju be^ 
fürd^ten, baf ber ^luöbrndf dx'^ mit bem Differential brr 
gnnction a?» üermed^felt merbe, welches im ®egent^eif bnr* 
rf(^*) ober d.x^ bejeicf)net werben muß. 

Die Suiution ^ ifi baöDifferentialDerMItnif 
ber er|len Drbnnng ber Function y, unb ebenfo ifl 

dx b aSDifferentiatPer^aitniß ber jmeitenDrb- 

dx 

nung ber nämlichen Function. Die Sfnalogie nbtljigt, lefc- 

d!^V 

tereö auf eine einfachere SBeife burA ^ ju beieit^nen. Dnö 
Differential ber jweiten Drbnung wirb bemna^ 

b. ^. es ift, gleich bem ^robucte auö bem Cluabrate t»cn dx 
unb bem Differentialt?erI;Sltniffe ber jmeiten Drbnung fcn 
ber vorgelegten Function, ober m^ bemCluabrate con dx 



^ö^,H€ aDifnrevHale* 



Sl 



imb bfricnigen tfuuction^ tpclc^e nmn finben tQüxte, mm 
mau nac^. J?eti 3l«0«ln 5eS IJJ, Vibfc^nitteg M 3)ifferentkiU 
uer^äUni^ üi?u biefcrn S)ijfcr«itinfDer^äftni| 6iI5cte. 

SBhm man Wa&f ganrange ba§ !J)iffcrcntinft)et6äCtn$ 
ober bie beriüirtc ^^imction ber crfteii Drbft^mfl bxnä) y 
ober /"(^) anabrüdft, fo bcjeid)net man .in gfeidjer 9Bcifc 
ba^ 3)itferentialüert)ftltni^ ober b\t beriüirtc gnnrtion ber 
jmeiten Drbnung mit y" ober f" (x), 

§. 49. 9fnö btm SSorljergel^enben ijj flar*/ bc\j^ man 
biiS S)i|ferentta[ Der jtteiten Drbnung fcon einer' gegröeitc» 
guHction ertjält, ifenu man bicfe Function jipeimal ]\a^ 
einanber bifferentiirt unb bei ber jtüeiten ^ijferentiatiüii 
ba6 X^iffercutiitf da; töie einen cmifJauten 3actp.r. Mxciä)Utf 

§. 50.. aWan fauu fi4) bic ^abeae.jbe8.§.:.46.tDeiter 
fortgefefet bcnfe^n, inbem mßn mx auf einanber. fulgenb? 
SBcrtlje öon. w Mxc^ijMr tpelc^e buret) baö conflo^ite Snterf 
t>a(l Aj? üig.i eiiuiuber getrennt ttj^rbcn^ uämlid).: 



Söert^e 


Bugep- 
rige 


?rß« 


^fUf 


dritte 


bon a? 


SGBert^e 
üon y 


3)ifffRnjfn 


J^iferrnjett 


, ©iffrrenifn 


jr 


y 


■ 




• . 


.r-|-Aa? 


yi 


Ay— yi-.y 


• 


. 


i:^-2Arr 


ya 


^yi=-y2 Vi 


A^ — Ayi— Ay 


« 


J+3A^ 


n 


Aya-ys y2 


^'yj— Ay2-^yj 





SUlan roirb micberum bemerfen, ba^, iütnw äx o6nc 9fufs 
i}hm abnimmt, bie SGBert^e ron y, , y», y« immer mebr 

4* 



'* = (^ - -&; «»• 
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QMd) y iDfritti/ vinb baf e6cnfo btc crflen, jiteiten unii 
britteu 'X)ifffTen)fn immer n&f)tx btrn SEBert^e 9}uII fommen. 
9fber gfetd^toie A'y t>iel fc^neller abnimmt als Ay, fo ifl mi(| 
(eic^t )u rrfeniien, baf A'y toiebtr t>ier fc^ueÖtr abnimmt 
ald Ay SRan f ann nämlic^ ben %uSbntcf fftr A^ fc^rribeu 

- y - v: 

ober au^ 

SBBenn nun ^erin Ad? unenblic^ abnimmt, fo nS^em ^ 
biebeiben ©lieber ^'^,^^' unb ^^'^^^^ einer unb bcr^ 

felben ©rflnje, nämli^ -^. Der SBert§ Don A»y ijl flifo 

aus brei Sactoren jnfammengefefet, »elc^e jur gemeinft^rtfl- 
(id^en ©rAnje ben Sßert^ 9luII ^aben, unb nimmt alfo i?it[ 
f(!^ncffer ab al6 ber SBert^ üon A»y, welker nur buri^ jirri 
foCc^er 9actoren gebitbet mirb. @oba(b bemnac^ Ay fe^r Hein 
»irb im SBergfeic^ jur Sin^eit, fo n?irb A*y fe^r ffein merben 
im aSergleit^ ju Ay, unb A»y fetjr Hein im SBergleic^ jii Ay j 
§. 51* ©ringt man ferner A^ unter bie gorm 

Ay» — Ay, _ Ajfi-^-Ay 
A»y = ^ Aar«, 

fo erfennt man, ba^, totnn äs abnimmt unb Reiner trirt 
are iebe gegebene ®röf e, Jeber ber beiben ?fu8brä(f e ^v^- 

unb ^^'^^ ju feiner ©rflnae ba^ I)ifferentiari?er^aftnif^ 
ber jweiten Drbnung -^^ f)atj baB SJerbältnip 

Ayi — Ay^ Ay^ — Ay 
Aar* Air« 



' (An jtt feinet ®x&\nt bas 3>ifferentiaIoer^ä(tiitf ber 9iittc^ 



. tiuu -:rr, b. u 




•^ lim ^' 





TOcin Ijflt affo, weim mnn mit rf«y boßjenige bejeit^net, 
tviis aus A'y tvirb inbem Ao? ftc^ in dx Detmanbeit, 

ober irie man einfadjer fdjfeiben f ann 

^ SKan nenrvt d^y baS 5)iffetential ber britten Drb- 
^' nung ber gegebenen Function y, unb ebenfo bie Function 

fV%r«^ober -^ baö Differentiart>err)äItrti|J ber 

ij britten Drbnung ber nSmIidyen Function. DaSCDiffe^ 
it' rential ber britten Drbnung ifl gleich bem ^robticte flu§ 
5em Subud ton dx unb bem iDiferentiafDer^SItniffe ber 
^ britten Drbnung. 

S)a8 ©ifferentialtjer^ältnij ober bie beriüirte Function 
ber britten Drbnung bejeic^net man aud) burd) y" ober 

§. 52. ajlan erhält augenf(^eintl(^ ba^ S)ifferenHar 

ber britten Drbnung oon einer gegebenen Function, »enn 

; man biefe Function breima( nac^ einanber biferentiirt unb 

babei ha^ ÜDifferential dx fotvol bei ber jn^riten ald bei ber 

britten J)ijferentiation wie einen confianten Factor betrachtet. 

§. 53. SBoKte man ebenfo filnf auf einanber folgenbc 



d4 Vf. Wff^niit, 

SBett()c tzx un{t6l;ätifliflcn SSenlnberUc^en j?, fo triebiefünf 
iugf^örtgcu SBcrtöe ^cr f^unctioii y bttxa&jttn, fo trürbc 
man ju bcr !Dijfcrcn/\ &cr merten Drbniing A*y gefaiu^en, 
fceren ?fu§i)nK! au8 Dier Snctoreii gcbilbet ift, melcfac fämint=: 
1x6) jugleicfj mit Aj? o6ne 9f ufbören bcm SBcrtOe Sluil nnf^er 
,fommcn.-35iefe üievte !Diffcreuj wirb alfo, mätjrenb Aj? ficb 
btx SluJI nähert, noc^ t^wl fd)netter abnct;men, atö Mc brittf 
Xiffercnj, meiere mir aiie brci ^factpren beffeöt, bie Statt 
jur®ränje Ijabm. Sejcie^uct man mit d^y baajcnigc, n?as 
au8 A*y tüirb, wenn Ao: ben nncnbücb f leinen SBertt) ^jf 
annimmt, fo cr[)ält man äljwü&i tv'it oben, 

reo -^|- baS X)iffcrentialcerfiä(tni^ ber inerten Crbnang ihmi 

ber üorgelegten Snnction Oe^eidjnet, alfo baSjenige 9lefultat, 
n^eld^ca gefnnben n^irb, luenn man biefc 5?unction Dicrmat 
nadj einanbcr bijferentiirt , inbem dx tcic ein confianter 
Saetor angefetjcn irirb, nnb fobann burc^ dx*' biüibirt. 

. ^uf ä^n(id)c SCÖeifc gelangt man, hxxti) SSctrac^tnng 
einer gröfern Sfnjat)! oon SfBert^en, jn l)€n Differenjcn nnb 
ben 3)ifferentialen [)i)[)erec Drbnnngen. 

§. 54. S)ie bisherigen 9ietrad}tnngen lehren, ha^ jebe 
eSunction y=f(x) angefef)en werben fann wie ber SfnS- 
gang§|;nnft einer nnbeftimmt langen 9leil;e Don Xifferen- 
tiafen, bie bejeii^net werben bnrdb 

dy=.^ d^, d^y = i|. dM', d'y = ^ ds^ k. 

nnb bie ana ber Snnction felbjl nnb ans einanber bnrd) 
bicjenige Operation fjergeleitet werbeti, welAe man bie 1)ijfe^ 
rentiation nennt. 3)ie WnSbrütfe biefer®ifferentiafe fegen 
überbieS fogicid) bie Unterorbnnng Rar bor 9fngen, welche 
unter tt^ten 8®ertben pattfinbet, inbem nämlid) bicS:ifcren= 



^Qfftrt X>iflit€ntiaU. 3& 

tiaU^ertulftniffc -^, ~-, -^ k., mctdje im allflcmtiaeri 

ciibfic^c ?5i!iKHunen bcu SSeränberlidjen x jtnb, affmälii) mit 
lH^f;ereu vin& tjö^ercn ^teujen ber unenblid) ffeineii (Srö^e 
dx multiplifirt trcrbeii. Seiie Untcrotbmjnfl aber ifi oor- 
feiinben, öbfd^Mi aKc JMffcmitinfe dy, d-y, d^ :c. fdbft trit 
@tö^cn anflefetjen lucrben, meldte Dimi 9hill um trenifler 
M8 jcbt gegebene ®r5^e üerft^ieben ftnb. ^Tenn bie ?&ox^ 
auöfc^ung, baj^ dx Den 9lutt um rpeniger alö jebe gegebene 
®röße Derfdjicben, b. t). nnenbfid) Hein fei, bat füfott jur 
gülge, hci% bie SBetl)ä(tniffe rf^y ju dy, d^y ju rf^y 2c. 
g(eid^fa(ld um tteniger a(d jebe gegebene (^kö^e ftd; uon 
Sliitt unterfdieibeU) tüeld)e8 man fürjcr aiiöbrücft, inbem 
man fagt, \:)(x% biefc ®TÖfen nnenblid) ffein fuib im ^ix^ 
gleid) \\\ einanber, ober bcs!^ fte eine Stcitje nnenbfid) Heiner 
Krönen bou [;ö[;eren unb I;i3l;eren Drbnnngen bilben. 

§. 55. ^m fann bemerfen, ba^, rt?enn bie ?5nnction 
y=f{x) bwxi) bie Drbinnte einer ßnroe bargeftellt txMrb, 
tereii 9fbfcifff x if}, fon?üf}f baB Steigen unb ??af(en biefer 
Giirüe in ber Stifte eine^ gegebenen ^nufteö berfcfben. afs 
mid) biejeuige Seite, nacb wcldjer [;in fie in ber Shibe 
biefes ^nnfteö ifjre ßünDejrltät ober Soncaoität roenbet^ 
fc^on au8 bem bloßen SSorjeiAen entnommen merben fann, 
treldjeö bie beiben !DiffcreiitiaIüer[}ä[tnijfe ber erften unb 

t)ft jtüeiteu Drbnung -^^— unb -.V' P^^ ^^^^ betreffenbeu 
SBcrtI) Don x annehmen. 

(Sobflib nämlici^ in ber gegebeneu ?5unctiüu y=^f{x) 
mit trac^fenben 8Bertl}en Don x bie SBertl^e oon y g(eid?s 
faBa toac^fen (ober mit abne^meuben SBerttjeu iwn x bie 
äöert[)e üou y gleid^fattö abnebmcn), fo werben bie Xiffe« 
renjeu Aj: unb Ay biefer Function einerlei Siorjeidjen be* 
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fi^tu, alfo wirb baö SScr^ftltniJ -^ einen pcfitic»en ®crtb 
Ijaben. S)a6 ®ifferentiaIüerf)Sltnif -^ ber nftm(i(ben gunc= 

tion, welches bie ©rfinje beö SSerfjältniffeS -^ ifl , fann 

mithin gleic^faEd nnr pojttiD, ober midi g(ctc^ Sinti fri». 

©obflib ferner in ber gegebenen gnnction mit wad)fenbcn 

SBertl)en t)on s bie äQert^e von y abne[)men (ober mit 

abne^menben 3BertI)en oon x bie SBertfje oon y icacftfen), 

fo merben bie X)ifferenjen Ao? nnb Ay Derfc^iebene äSor- 

Av 
jei^en bePfcen, alfo wirb iab SSerCjältni^ -^ einen nega- 

tiüen aSert^ ^aben, Das Differentialüer^älhn^ -^, als 

©ränje be6 SBer^SltniffeS -^ , fann mithin flleit^faOs 

nur negatiü, ober gfeit^ Sind fein. 9lnn entf|3ric^t tu ber:= 
jenigen ßnrüe, »el^e bnrc^ bie ©leii^ung y=f{x) bar- 
gefiettt mirb, ber erfle «all einem steigen ber Surüe, ber 
jnoeite SaQ bagegen einem ^a\lzn ber (Surüe. Solgfid^ 
barf man immer au8 einem f^ofttit^en SBorjeic^en bed 2)iffe- 

äv 
rentialoer^aitnijfee ~~ fc^Iießen , ba^ bie bnrc^ bie ©lei^ 

ä)\xr\(\ y:=f{x) gegebene Snrüe in ber Stac^barfdjaft be§ 
betrefen^en ^iinfteö berSurüe ^eigt^ anö einem negatiuen 

83orjeic^en beö !DifferentialDerIjäItniffe8 -^ bagegen, ba^ 

bie Snrüe in ber 5«ad)barfc^afiE'b'e§ betreffenben fünftes fättt. 

©benfü wenn in ber gegebenen ??unction y=f{x) mit 
ira^fenben (ober mit abnetjmenben) SBert^en üon x bie 
SEBerttje ber SDifferenj Ay biefer Function a^ad^fen, fo wirb 
bie jireite 35ifferenj A»y =« Ay, — Ay ber nSmltd^en f?unction 
(f. §. 46) bii8 poptiöe aSorijeidien beftften, unb ba biefe 



jwcitc 3>ifferfrtj iiac^ §. 48 nudj nuf bie f?onn gebradjt 
werben faim 

■ ■ I ■ I ■ ■ ■ ^i^Mv^ 1.1 I 

AI ^^ ^^ /A M 

^*y = 5i (M*/ 

%i ^y 



fo mirb nudj baa 83ert)ältni^ ^"^ ^ ^^ einen pofitiDen 

SBertI; Iiaben. X)a6 I)ifferentialDert;ä[tniß ber jmeitenDrb:' 

^yi Ay 

luma 4'^, loeld^ea bie Oränje bc8 aSerbärtnijTeö ^ , ^^ 

ifl, fann mitt)in gleit^fattö nur pofitit), ober gleit^ 5ytnff 
fein. SBenu ferner in ber gegebenen Function mit rnnt^fen* 
bcu (ober mitabneljmenben) SBertljen oon x bie SBertfje 
ber 35ifferens Ay abnehmen, fo mirb bie jtveite 35ifferenj 
A2y = Ay, — Ay biefer Function baö negatioe SSorjcicbcn 

beftfcen, alfo axi6) ba^ SBerljältnif einen ne^^ 

gatiDen SSert^ Ijabeu. 35aS S)ifferentiaft)crliältnif ber 
jttjeitcn Drbnung -^,- , al8 ©ränie bt^ SerCjäftniffeö 

ivi ^y_ 

^ -^, fann mittjin gleit^fattS nur negatio, ober 



Aj: 

gtei^ 91ull fein. 9tun entfpric^t in ber ßuroe, mel^e 
burd) bie ©leicbung y=f{x) gegeben mirb, ber erffe Sali 
berjenigen ©eflalt ber Suroe, wo bicfelbe ibre contejre ®eitc 
nad) unten wenbet, ber jweite gall bagegen berjenigen 
©ejfalt ber ßurüe, ttjo biefefbe ifjre concaüe Seite nac^ 
unten toenbet. Solglic^ barf man immer au8 einem po^ 

fitiüen SBorjeieben beö jmeiten X)ifferentiaIoerbäItniffe8 -^ 
fci)He5en, bcy^ bie burdj bie ®Ieic^ung y=/'(a?) gegebene 
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(Siirüe in fcer 9lad)barfd)aft beö betreffenden ^unftcd ibrc 
(Sünüejrität i\ai) unten richtet 5 an8 einem nec^atiüen SSovs^ 



jei^en be§ jmeiten S)ifferentialüert)äftniiTe6 



(/J?2 



brtfletjfn, 



baf bie 6urt?e in ber 9lact)barfc^iift beS betreffenben fünftes 
i^re EonCiiüität nach nnten richtet. Dabei mirb bie Sor? 
auafe^ung flemac^t, bnf, irie e6 getüöfjnlid) gefdjicfjt, bie 
pofttiüen Drbinaten t»ün unten nac^ oben abgetragen merbeu. 
!5)ie t>erfd}iebenen SäHe, tüefcbe Euer eintreten fönnen, 
finb in ben fotgenbei] Siguren bargeflettt. 

gig. 5. gig. 7. gig. 9. gig. 11. 




'X 



\ 



fig. 6. gig. 8. I^ig. 10. Sig. 12. 

3n Sig. 5 unb 6 finb bie ®if ercntia[t?er£)ältnif["c beibe 

pofttiüi inSigur 7 unb 8 ift -^ negatitj nrib -^'^r- pofttiüi 



dx 



dx^ 



ingig. 9 unb lOift-^ pofitiü unb -^- negatiüj enblid^ in 

gifl. 11 unb 12 fmb bie '.DifferentiafDerf^tlttniffe beibe ncgatil?. 

gjlan fte[)t alfo, ba^ -^ pofttiD ip, n)äf;renb bie 6urüe 

Peigt, unb negatit?, mätjrenb bie SurDe fällte unb ebenfo 

baf -^^ poptic ifl , mä^renb bie EurtJe ibre Sonberität 

nac^ unten wenbet, bagegen negatiü, tüäljrenb fte il^re 
ßüUcaDität nac^ nnten menbet.*) 



*) 3)iefc ®etrnt^tungen irürt'en, bei tvetterer ^(udfü^rung, uiimiftrifxir 
ju eiiur %i\tmt ber 9}}ariuia unb SORiniina führen, loetcfif brv S^tr« 



$ö6ere ®tffrrentia(e ber einfachen Functionen. 

§. 56. Xxt t?orfle()enfcen aUflcmeinen ©ctrad)timgen 
geben folgeufcc Sfumeiibungcii auf bic einfachen Sunctionen, 
kxm Differentiation beii ©eoenjlanb beö II. \!lbfcl}iutteö 
ausgemacht 6at. 

83etriKl5tet mau juerft bic Suuctiou x^, fo ertjäft mau 






fite» 



= m{m — 1 ) (m — 2) j?«-* 



■^r- = *" ^^'^ - 1) (m - 2) (m -- 3) ^-* 

Diefe Steifie üon 3)iffcrputiafoerl?tift!iiffeu läuft ofjue 
ßiibe fort, irenu ber (Srpoueut m ucijatiü ift, ober \m\m, 
im Salle er pofitiü feiu fodte, er fii^ ats S3ruc^ ober dB 
Srratioualjat)! barftellt. SBeuu bafle^eu m eine pofitiue 
gaiije 3a[)f ifl, fp [;at mau 

-^^ = m(m-l)(m~2)(m-3)....3.2.1} 

5ie ?f uuctiou rcbucirt ftc^ alfo auf eine gonfiaute, xmb mit^ 
[jin fiub bic fotgeubeu 3)iffercutiatl?erf)ä[tuiffc fämmtlid) 5RulI. 
§ 57. Die Function log x, mo ber Sogarit^muS 
cntmeber in einem beliebigen ©Dflcmc, öbcrim@^f}eme ber 
3lcper'fc^en 8ogarit[)mcn genommen tücrbcn mag, gi6t 

d.logic log a d.lo! 1 



/ 



dx d?' ' dx X * 

«P . logj? log e d^ .Ix t 



fajfcr ttjefter unten aufl anbercn (S^ninblagen entroiifeft. 9}?an [etjc 
tarüber öie :j5ifferfntialrerl;nung üon (^.auc^^. 



^m£^ /,.^ . / _ /.. .t ^\ .- 



.^ ^V^ . / 



7v- 



y 
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rf».logj? ^_ 2. logg d^,lx 2 

rf^.logj? 2. 3. logg d^.lx 2.3 

<<>.log3? 2. 3. 4. löge <fi.to 2.3.4 

dx^ x^ ' dx^ J?* ' 

2C. 2C. 

§. 58. I)ie Functionen a* nnb a-' geben 



dx ' ' dx 






dx^ ^'^^ • •" ' ite» 

2C. 2C. 



Unb n^enn bie 3a^I « überfle^t in e ober in bie SafiS ber 
Sleper'ft^en ßoaarittjmen, fo Ijat man 



rf.e* d.e— » 



= ^'/ —:j:r— =-«-*, 



(ij? ' dx 

d^.e* d*,e—* 



ito* ' dx^ ' 

2C. 2C. 

S)ie S)ijferentiation reprobucirt befiänbig, njie f^on im §. 22 
bemetft worben ijt, bie Function ^, unb nod^ allgemeiner, 
wenn man mit b einen beliebigen conjlanten Factor be- 
jeid^net, bie Function fte»} eö ijl bieS bie einjige Function, 
welche biefe ©igenfc^aft bejifct. SEBenn ber t>crdnberli(^e 
©jrponent x mit bem 3ei(i)en — betjaftet ifl, fo wirb jwar 
bie primitiüe Function gleichfalls beftänbig irieber [jerüor^ 
Qtixaä)tf aber bie Differentialüer^ältnijfe jinb abwec^fefnö 
negatiü unb pojttiü. 






^d^cce Sifrermlialf. 61 

§. 59. 8ttr 5ic triflonometrifc^eii 9uitctionen sin x 
un5 cos a? pnbet man 

-_=cosa;=8in (^3;+-^, -- ^ -=_s,na;=cos Q^+ j), 
- — = — siDa? = sin(a?-|-3t), —j^i — == — coca;= Cüs(a?-f- ^), 

- — = sin a = sin (s -f- 2n), — ^ — ä= cos o? = cos (a? -|- 2ai), 

J)ie primitiven Functionen fe&ren naij jwei Xifferentiationeii 
füieber, mit 5em Seid^en — befjaftet; nai) Dier ©iffcrcn*' 
tiationcn aber mit iljrem eigenen 3eic^en. 

§. 60. Die ^ier angegebenen bemerfensmert^en ©gen* 
ft^iiften ber einfachen Functionen mu^ man für bie Sfn* 
toenbungen fletd gegenn?ärtig begatten, ^n gleicher Sßeife 
ijl e6 nüfclic^ bie ©eflalt ber Surüen ju Fennen, welche bie 
inSebe fle^enberi einfachen Functionen barfiellenj jurl)i8s 
cuffion bicfer 6urt»en bieten bie STuSbrütfe für bie Xi^txtn^ 
tioftjer^ältniffe ber beiben erjien Drbnungen eine große 
Erleichterung bar, gemäß bem im' §. 55 ®efagfeu. 

g8 fei iuerfl 



dx 



J)it Surüe, t»on toelt^er x bie Sfbfcijfe unb y bie Drbinate. 
\% ^at üerfc^iebene ®ejlalten, je nad^ ber ©eft^affen^eit beS 
Srponenten m. §ier foff juerjl ber Fall betrautet roerben, 
too biefer (g^ponent pofltiD unb grbßer a(8 bie Stnbeit if}. 



Vi. fUlfilnitt* 



Siß. 13. 



y 



-öS 




:(>. r 






1) 3fi m eine gernbe ganje 3nl;l. fo iji y J^ofitit) ^für 
jebcn SBcrt^ üoti a:, -^ roed)felt fein 3eici|en jugfcii^ mit x, 

-0, ip immer pcfitiD, I)ie 6urüe ijl baröejleat in^ig. 13. 

2) 3p m eine ungerabe ganje 3flt;I, fo mec^felt y fein 
3eic^en jngfeic^ mit a?, -^ tfl bcflÄnbig tJoptii?, -^^iDCC^fcIt 
fein 3eid)en mit x, 3)ie'Surt)e ifi bargejletlt in ?5ig. 14. 

3) 3p 1» ein 93rai^ = Z ^ jüo p ttui) y gnitje 3a^Ien 

bedeuten, fo irirb bießnrte bnrdbSig. 13 bargepeOt, trenn 
f gerabe nnb j ungerabe ipj bagegcn burdjSig. 14, irenn 
f nngembe nnb q nngerabe ip. Sfber wenn q gerabe ip, 
fo ^ört bei jenige ^t)eifber6urt)e, h?ele^er negativen SBertfjen 
üon X entfpric^t, anf jn epipiren, weif bie betreffcnben 
SBert^c üon y imaginär merbenj bafür befommt bie (Surüc 
na(!^ ber poptil^en ©eite ber Sfbfciffen jirei 9frme, inbem 
jcbem poptiüen SBertf;e Don x jroei gfeic^e nnb entgegen- 
gefegte SBert^e üon y jnge^ören. 

§. 61. 9Benn mnn jweitenS nnntmmt; ber ©pponent 
m fei poptil? nnb fleiner afö tie ©n^eir, fb ^^i biefer 

gall Don bem Dor^ergeI;enben barin ob, h(\% -^ x{z^(\\Sxi 

wirb, wo ed bort poptio war, nnb (^oifctiD^ wo ed bort 



^6^«e ^büfftttniialt* 



mc\(ti\\) war, <Statt ber 8ig. 13 \)at maw jefet biegtfl. 15, 
mit ffatt 5er Sifl. 14 jcfct bie giß. 16. 

gig. 15. fjifl. 16. 



^ .— 




o , 



I .. . 




gar m = 1 wirb -^ bcjläiibifl = 1 , -g^ = 0, «nb bie 

Suröe begeneritt ju einer geraben ßinie, roelti^e mit ber 
St^fe ber x piiun SBinfel uon 45<* einfc^Heßt. 

§. 62. SSBirb enblit^ ber gjrponeirt m negatiD ange^^ 
nommen, Ijat man alfo 



y = 



jrm 



rfy 



m 



d^y m (y/i -f- 1 ) 

dx^ järr« ' 

lüo m eine pöfitiüe 3rtI;I bf beutet, fo n^irb man feitet üon 
ben üor^erge^enben Sfätten ju ben ber je^igen SBorauöfe^ung 
eiitfprec^enben gelangen, n^enn man bie (Sinfieit burt^ bie 
Drbinate btrjenigen ßurüen btüibitt, weld^e in ben gig. 13 
M8 16 bargepettt lüerben. Sfn He (Stette ber gig. 13 u, 15 
tritt iefct gig. 17, unb an bie ©tette ber gig. 14 u. 16 
tritt jefet bie gig. 18. 3)ie Wdjfen merben ju Sff^mptoten 
flu ben ?frmen ber 6urt?e. 



Sig. 17. 
y 



ig. 18. 



o 
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§. 63. Sür 5ie (ogatit(;mtfc^e Sunctton f^at man 

y =« log a? 
dy log« 







</a? 07 




d^y log e 

* 




ßiiroe, Siß. 
gig. 19. 


19, ^at bie 9fc^fe bcr y jiir «ft^mptote 
luic^ bcr@cite ber ncgatiDeny. S^ie 
SrbfcijTe 0^ be§ ^iiuftea , in tuet 
djem fic bie Sfdjfc bcr a? fc^neibct, 
ifl bcr ©nöcit gfcit^. J)ie ßurte 
bcfifct feinen 2frm nac^ ber Seite 
ber negatioen x. 





/A JE' 


§. 64. Xie 


gjrpoilcntialfnnction a* gibt 


^ 


y — a* 


• 


4-fa.. 






^ =«•)••»■. 



SBenn a eine pojitit^c 3rtf)f ifi unb größer afö bie ©iii:* 

gig. 20. ^eit, fo wädjft ber Söcrtfi ber Drbinate 

^1 nac^ ier pofitiücn @eite ber o^ütjncSfuf- 

^ ^ören 5 nai^ bcr negativen ®cite ber x aber 

^at bie Snrüc, ?Jig. 20, bie STdjfc ber j? 

jur Stf^mptote. 3)ie Orbinate oJ? beö 

oy ^iinfteö, in tücfc^cm jie bie Sfdjfe ber y 

fc^neibet, ip ber ©in^eit gteic^. 

SBcnn man a pofitiü unb ffeiner afö biegin^eit cor? 

ausfegt, fo tjcrwanbelt fic^ bie Function a* in C— j ober 

a-*, wo a mieber wie tJor^in größer al6 bie ©in^eit ange^^ 




|^$|m fttfftrrttHale. e9 

nommen wttbtn mitf . 9ht^in fommt bkfer 9an nttf 5eit 
Dot^erge^enben jurttdF , inbem man bte pofttiDen ^ für bie 
iiegatiü'cn a? fefet, unb umgefc^rt. 

Da tibcrbiee bie ©feic^nng y = <f * jur gofge ^at 
j=logy, menn a afs ffiafis beS logarit^mifd^cn @t;fiem9 
angefe^en trivb, fo crfennt man leicht, ba^ bie in fftebe 
Jlf^enbe ©uroc nid^t üon ber früheren üetfd)ieben ifi, ba^ 
Dielme^r Sig. 20 in Sig. 19 übergebt, fobalb m^m bie 
?f(i^[en ber ar unb y unter einanbcr Dertaufe^t. 

SBoHte man für a in ber Function a* eine negatiüe 
3ii^I annehmen, fo mürbe biefe ?5unction auf[;ören contis: 
nuirlii^e SBfvt^e ju liefern 3 e9 gäbe feine (Surue me^r, fon^ 
bern e8 »ttrbe nur ein ®^flem tjon ifolirten fünften ejris 
jhren, entfpreij^enb foldjen SEBert^en üon x, meiere cntmeber 
ganjcn Sagten ober ©rüdjen mit ungeraben 9tennem gleich 
jtnb. Sfu8 biefem ®runbe wirb in ber golge immer, tro 
e8 ft(!b um ein beliebiges Iogaritf)mif(^eS ©Aftern ^anbelt, 
bie aSorauöfe^ung gemacht lüerben, ba^ bie JBafie a biefcS 
@^jlem§ eine pofttioe 3a^l nnb gröfeer al9 bie ©n^eit fei. 

§. 65, @S mi^e nod^ bie Function y = e-^ be^ 
trautet werben, »eld)e in mehreren wichtigen 2fnmenbungen 
torfommt. @ie gibt 

y = «-*" 



dx 



dx'^ 

S)ieSurüe, Sig.21, bepet)t au6 jwei gleichen Sfrmen, trelcfe 
JU beiben Seiten ber Sfc^fe ber y liegen. Die Drbinate oB 
8ig. 21. beS fünftes, in welchem fte biefe 9fi^fe 

fc^neibet, ift ber (gin^eit gf.iii^* 
Das Ditferentinlüerljältnif ber erfteii 

Drbnung ^ wedjfelt fein 3eic^en jugleic^ 

mit ber Sfbfcijfe a?5 bie Eurue erreidjt 
m fünfte B , roefc^er biefem Sßec^fef 

iRat)ieT, JDiff.* unb Sntegvdr. 1. ©anb. 5 
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entf|)rid}t, i^re größte ^üfft. a:)a9 X)ttff tenHa{t>er6ä(tiii^ (et 

jmelten Orbtumg -^ ifl negatiD, fo lange x Heiner bleibt 

als btx «bftanb «P «= W, unb pofitiü , fobalb a? biefen 
$fb(lanb überfc^reitet X)ie Surtpe ivenbet alfo innerhalb bed 
Snteroadd MM xf)xt 6;oncat)ität nac^ tinten^ auf erbalb biefeS 
Snteroaae aber i^re Sontjeptät 3)ie beiben fünfte if, M, 

in benen ber ®ert^ beö (CifferentialDer^aftniffeö -—- fein 

3eic^en tctij[tU, unb fflr n?el^e biefer SBert^ ju 9lutt irirb, 
Reifen ffieugungöpunfte (SnflejrionSjJunfte) berßuroe. 
§. 66. Um enblic^ bie trigonometrifc^en Functionen 
ju betradjten, ^at man erfHic^ 

y =z sin X 
-^a= COS X 

dx 
dhf 

XießittDe, füg. 22, fc^neibet bieSfc^fe bcr x in benienigen 

^g. 22. 9)unrten, too btr «bfrifTe 

benSBögetiO, w, 2ä, 3ä 2c. 

gleti^ iPi in biefen ^unf^ 

jx /iV ^^n fJ^fifft bie Xongente 

\ j A« 4^ \* ' mit ben beiben ?f c^fen einen 

« ^ SBtnfel Don 45® ein, weil 

man bafelbjl§at-^=il. 3)ie größten Orbinaten^ beren 

9Bert§ ber Sinbeit gleich tjl, finben {ic^ in ben fünften Jf, 

beten Sfbfciffen betragen-^, — j-/ — j ^ ^^ ) ^^ö JDiffercntiat 

üerMItnif ber erfkn Orbnung loeil^feU in btefeti fünften 
fein Beid^en. 3)a6 3)tffmnttalDrr§fi(tnif ber itoriten SDxb- 
nunq f^at bagegen befidnbig bas entgegengefeftte Beteten t>on 
bcmienigen ber Orbtnate, unb mithin »enbet bie SurDe t^re 



ßontnüität tu^ unten; wtwn bieDrbinate p^fltit) ifl, tini 
ifirc gouDejntiit, wcmi 6ie DrMimtnitfl^tiü ifJ. £)ie Quitte, 
in bencH bit OrbUuite 9luD ifl^ {tub }ug(eic^ SSeugungd« 
punfte. !Dic Eutüe erftrerft fic^ übrigcnS; fortol uad) ber 
@eite brr pofitioen mie ber ne0atit)en ^, iud Uttenblic^e mit 
einer forttoäöreuben 8Bieberfe(;r üon S^^eilen^ meiere fämmt« 
\\i} bemieuigcn congruent [xnb, ber in bem Sntercatte \)on 
bis 2% enthalten ifl. ^Wlan nennt bie Function be^^alb 
eint periobift^e ??nnctjon. 

§. 67. SDIan ^at in gteid^er SBeife 

y =. COS X 

. -r- = — Sin a? 
dx 

■ , =5 — cos a?. 

ÜKiin erfennt fogleidj, baf bie ©eflalt ber 6nrt)e DoKf ommen 
mit ber üor^ergeljenben ttbereinfümmen mn^, h)enn man 
nur in biefer ben Sfnfangöpnnft ber Sfbfcifl'en um i>a^ Sn^s 

ttxM -^ oortvärtd legt. S)enn man ^at immtr 



cos 



a; = .in (^+ -1). 






§. 68. 35er SBegriff ber ^Differentiale ^oberer Drbnungen 
fi(^ leidjt ouf bie Functionen Don mehreren SBerdnbet:» 
^m äbertragen; ba bit S)ifcrentiation btcfer 9un(ti<)tMn 

5* 
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immer nuaflffflrjtt tüitb, inbem man in 89fjng nuf jete 
bft SSerAnberlic^en einjeln bifcrentürt. 

(S5 fei juerfl, tüie im §. 40, bie ju betra;^tenbe Function 

rpo X unb y jtüei unabhängige 33eränberrid|e bebeuten. 
yiaäj bem ^rü^eren wirb fiir biefe Function ba^ \)dlU 
flSnbige Differential ber erpenDrbnunganögebrfttftbutt^ 

ober burd^ bieSumrae berbeiben t)artiellen35ifferentiale 
dx unb -j- dy, totli)z man erhält, inbcm man reff x 



dx dy 

ober y allein al8 üeränberlie^ anfleht 3)ie mit -^ ^"^"^ 

bejeiineten Functionen jlnb bie partiellen CDifferentialuep 
j^äftniffe ber erjlen Drbnung oonber gegebenen Function ä, 
genommen refp. in ©ejug auf x unb in SSejug auf y. 

3)ie Operation beS DifferentiirenS f ann nun in glcit^er 
SBeife wieber auf btn 9fu8brudf oon dz übertragen werben, 
in welkem man dx unb dy wie conftante Factoren betrac^s 
ten wirb. 9Bia man ba^ ooIIfYänbige S)ifferenttql bitben, 

fo ^at man na^ einanber bie Functionen "^"'i^-x" '" 

{Bejug auf x unb in SBejug auf y )u bifferentiiren. 97lan 
erhalt a(fo für ba^ oottflänbige S)ifferenaa[ ber jweiten 
Drbnung 

d^^Kr^ds-^^dyJda:-^K.-^ds + 

d^ \ 

«fber eö ifl f(^on in bem »or^erge^enben «"bfe^nitte bflS 



, dz 

I^ijfcretittalüft^nlttiifi ^ . bargeflellft trorben burtfa --j-r, 

IM? • Äjr 

mb waäj biffer fTnafogte fnnn mein crnt^ ffatt ■ "^ fr^en 
^. 3n gfeit^tr SBeife frfjreiW mnn -^ ffatt -^ 

d^z ~T* 

«ni^ ^irr P«tt — ?L. J)at)ur4 ocrtoanbett fiA btx t?or* 
^crgeljenbe Sfuebrudf in 

ober nudb in 

dx^ ^ \dx dj/^ dy dxj ^^ d^ *^ 

3n biefem 9fu8bru(fc beS üoDpnbigen itütitfn X)iffe:= 

d^z 

reatialö bcr Function jr bebeutet ia^ Seichen -^j- bai iDiffe:' 

rcntialDer^ättniJ ber jttjeiten Drbming uon ber gfoebenen 
Siinction, fo genommen, ia^ x attein af8 üeränberlic^ an* 

gefetjen tüirb. 35a8 3ei(^en ^-y brütft mi«, t(\^ man ba8 

Xifferentialüerljäftnif ber erjhn Dtbaung t>on x fo getiom^ 
nieii ^at; ba^ o? allein ald DeränberUd) gilt, nnb barauf ba9 

dz 

J)ifferentialDer^äftni^ üon ber entflanbenen Function -^ 

fo, baf y allein al8 üeränberHc^ angefe^en wirb. I)a9 

3ei(^en j-^- brüJt axx^, ba^ man baö S)ifferentiali?er[)ältni| 

ber crflen Drbnung Don z fo genommen ^cA, ha^ y affcin 
ölS üeränberlic^ gilt, nnb barauf ia% 35ifferentiarDet^aft!if^ 
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von ber cntpanbciiett gunction -^ fo, ba^ x allein af8 ücr= 

<inberli(^ angcfe^en tüirb. ©itblic^ -^Y-bcjci(^uett)a8 3)iffe? 

rentujlüer^älttiil ber jroeiten Drbttuuti Don ier Function ä, 
fo öenommen, \iOi% y allein ala Deränberlic^ betradjtet irirb. 

§. 69. ffilan fann lei^t bemeifen, ia^ bie beibcn 
©ijferentialüer^ältniffe ^r-j unb ^-^ nottjmenbig einanber 
fllei^ ftnb. Äe^rt man närnfid^ ju ben Gegriffen ber §§. 46:c. 

dz 

jurüi, fo etfennt man, ba^ -^ bie ®rclnje bcS Sfiiöbrucfö 

ijl, wenn A^ fit^ ber 9tull[ nä[;ert. Sbenfo i|l -. /- tie 
®rän}e bei WndbrutfS 

A>z Ao? Aj7 



Aj^Ay Ay 

mcnn A^r unb Ay fi(i^ ber Slutt nätjern. 3tt gleicher SBeife 
ip -^ btr SrÄnje bte Sfuöbrutfs 

Az __ /•(gr,y-fAy)— /(ar,y) 

Ay Ay ' 

Wfnti Ay r«^ ber SluB nähert 5 tmb -^-^ ifi bie ©rSiije 
beS Sfuöbrutfa 

A'z Ay Ay 



■ * p ■■ ■ 



AyAo? Aj? 

wenn Aa? unb Ay flc^ ber 9luff nähern. ®a nun bicferl 
tf^e Vuebrud Don bem oi^r^erge^enben nirf^t Derfc^ieben 
i^, fo finb au(^ i^re @ränjen einanber glei<^. ^Tlfo 



rf>* dH 

difds dsp dif * 

t. 6. bad X^i{fertntia[oer§ä(tnif| ber {weiten Dr&nuiii)^ in 
S3e}U8 auf bie beiben ä3eränbet(id)en x unb y genommen, 
iji ibentif^ badfetbe, man mag juerfl nac^ 9 unb ^inter^et 
nac^ y, ober juerfl nac^ y unb ^inter^er nac^ x bifferen« 
tiiren. SJlan fagt oucfe Hirjer, bie Orbnung ber X)ifferens 
tiatiouen ^abe auf \iOih 9tefu(tat feinen @inf(uf. 

üDaS im vorigen ^atagrat^^en entwitfelte Diferential 
ber jmriten Orbnung Don ber gegebenen Function z fann 
jejt geft^rieben werben 

§. 70. Die Operation beS ©ifferentiirene fann wie^ 
bmim auf biefen $fu6brucf angewanbt werben, unb um baS 
üülljiänbige Differential ber britten Drbnung ju erhalten, 

mirb man bie Functionen -^, -^ -~ foiool inSejug auf 

X, nis auc^ in 99e}ug auf y ju bifferentiiren ^aben. ^t^ 
iid^tet man babei im fo eben bewiefenen ®a%, fo ^at man 

äBenn man ebenfo fortfäbrt, fo ^nbet man aEgemein 

Die Analogie biefeö 9fu8bru(f6 mit ber (gntwidfelung ber 
eanjen ^otenj eine8 93inom6 fäOt in bie ^Tugen. ^an 
fann f^mboUf^ fdjreiben 

tvobei man ficf) \tboif oorbel;aUen mu^, nac^ ber @ntwi(fe- 
luiid überaU dz?» in d'*L umjuwanbeln. 



7t VUMnMnlitt. 

§.71. T)n 2fätte, in bencn me^r als jiuei unflb^än= 
flige aSeränberlidje iJOTliegen, erfotbern feine neuen SSetrat^^ 
hingen. ®8 fei j. 93. 

z = f{v, X, y). 
?5ür baö üottjtänbige ^iferentiaf ber erflen Drbnung bat 
man nad^ §. 41 

. dz j , dz j , dz j 

S)ifferentiirt man biefen Sfnöbrutf , inbem man dv, dx, dy 
wie conjlante Sactorcn anjteljt, unb jugleic^ 



dv' dx' 

tt)ie Sunctionen ber brei SBeränberlid^en v, x, y, fo er[)ä(t 
man für ba% Dottjlänbige 35ifferential ber jmeiten Drbnung 

STDgemein fann man »ieber fc^teiben 

totnn man, nie oben, jtd^ Dorbel^ält, nat^ ber gntmirfelung 
flberad Jz" in d'*z umjun^anbeln. 

©benfo »ürbe eB fein, irenn man bie Wnja^l ber un- 
abhängigen SSerSnberlid^en noc^ größer annehmen woOte. 



VIII. JDiffrtentiale l^dJ^eter Drbnoiigeti fftr tttieatoiifelte 



§. 72, ®8 fei jnerft wiebtr, wie im §. 44, bie ®ffi= 
i^ung gegeben 



^dl^e JDHfirretitiaKc« TS 

/*(^, y) = 0, 

in mläjex x bie itnab^ngige S3eTänberüd)e 6e)et(jbnrt unb 
^ eine butc^ ^ttlfe biefrr ®(eid?ung gegebene Sfunction üon 
X. Sic Sfufgabe ifi, bie Sfiiebtttcfe für bie aiifferentialt?er* 

[)äItnijTe-^, 0, ^, 2C. ber gunctiou y ju finben , ofjne 

jene @}(ei(^ung aufjulöfen. 3n bem angei^eigteu §. ^at man 
[(^011, burd^ eine S)ifferentiation, bie S)iffeTentta[grei(^un0 
ber erjien Drbnung erhalten, nämlic^: 

dx ^ dy dx ^ dx df 

dy 

3)ijTereutiirt man nun ein jtreiteS SJlaf, uub bevüdf^ 
H\ ^^% ^« Functionen -— unb — - im allgemeinen noc^ 

beibe 83erftnbcrltd)e x unb y enthalten, fo trie, baß y al8 
Function Don x angefe^en werben muß, fo erbält man bie 
J)ifferentialgleic^ng ber jiüeiten Drbnung 



^4-2 -^ ^J^£L C^£\j^ JL^^Q 

rfr« ~f" dxchf dx ' dy^ \dxy "^ dy dx^ ' 

woraus, menn man fiir -^ feinen torigen SEBertt) fefet. 



d^f 
dhf dx^ 



dxi 



\,dy y dxdy dx dy ^ dy^ \jixj 



liefen ?fu8brui ert}ält man and}, menn man ben SGBertt) 
üon -^ unmittelbar bif erentiirt. 

Sfuf bemfelben SCBege f ann man jur ffiilbung ber ^ö^e^ 
ren iDifferentialüer^ältnifTe fortgeljcn. 

§. 73. 35er angegebene ®nttüt(felung8gang eignet fit^ 
au^ für biejenigen Satte, n?o eine größere Sfuja^I t?on 



. » 
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83eränt>erlid)en fo toic Doit ©feic^ungtn Dorliegt. ©öfommt 
immer baraiif citi; bit Dpcration bea !Difftrentiiren8 wirber:' 
^olt anjutrenbett; unb baburd^ S)iferentia({)[(ic^iingen t7Cti 
^ö^eren imb ^ö^ereii Orinunnm }u bi(ben, aiid benen ficb 
fobann immer bie Sfuabrücfe für bie IDiffereiitiiifDcrftaitiihTe 
berfjunctionen, tüefc^e iinenttüidfeft Dorfieflen, . herleiten laffen. 
$ier möge no^ ber einfad^fleSnH näd^fl bem oorfecrge^enbtn 
bettaijM iterben. 68 feien bie beiben Ofete^ungen gegebfu 

fi^f y, «) = 

Fix, y, z) = 0, 
in benen x bie unabfiängige ä3eränber(id)e bejeid^ite, unb y 
unb Ä jWei f5unctionen bicfer Sßcränbernd^en , welche aiiö 
jenen ©leic^nngen benimmt werben, J^ijferentiirt man 
biefe ©leicbungea jum erflen SOtal, fo erhält miin bie 
I^ifferentirtlgleit^ungen ber erflen Drbnimg ^ 

dx ^ dy dx ^ dz dx ' 

dF xdj^dy^ X i^^ — ft 



dx ^ dy dx dz dx 

tt?orauS burd) Elimination folgt 

(^y dx dx, dx dz dz ^J dy dxdy 

dx df dF J£Wj ~dx ~'^ df dF Wdf' 

dy dz dy dz dy dz dy dz 

Differentürtman bie vorigen ©leic^ungen jum jweitenSDlal, 
fo erl^ältman bie35iffercntia[gfeicl}ungen ber jrocitenDrbnung 

^ , 2^^4.0 Jf?^^4-^/^?^V 4.2— /-^— 4- 

rfj?a ' dxdy dx ^ da^dz dx ' rfy» \dxj '*" dydz dx dx^ 

"^rfz»V<toy ' rfy dx^'^ dz dr* • ' 

-^4-2— -^-4-2— — 4-*'^^^Y4-2 ***--?-* 4. 
ite* ' rfirrfy da? "*" dxdz dx '"rfy* Vdrry •" dydz^dx rfi ' 



iüürau8 man bic Sfuebnicfe für -^ unb -^ [;cr(piteiifanii, 

iiac^bem man für -^unb -^ \{}xt üoriflenSBcrtöc fuOftituirt 
bat. 

3)itfe 9fii6brttefe für -^ iinb -^ fann man aber auc^ 

baburd^ fiubftt, ba^ man bie üorigen SSert^e )?on -J^ unb 

unmittelbar biffereutiirt. 



®urc^ ?5crtfe^ung biefer ©ctracfrtnngen er()cilt man 
bie Tifferentialüerfjciltniffe t;ö[)erer Drbnnngen ton ben 
Sunctionen y unb z. 



IX. IBcrlattfi^ttito bet ttnabl^äti0taeti SrränbrfUc^en. 



§. 74. es mn^te bereits im §. 2 bie 9tot^tt3enbigfeit 
^erüorge^oben werben, in jebem befcnbern ??affe bie tmab- 
fiätigigen SSeränberliiJ^en, benen miUftirlid^e SBert^e beigelegt 
irerben bütfen, fc^arf ju unterfc^eiben üon ben abhängigen 
SBcränberfidjen, voz\6)t feie Functionen Jener erfleren flnb. 
X)iffeIbeS3emerfung fef)rte mieber im §.44. !Die anaU;tifti^en 
IDpcrationrn , meiere bie I^ijferentialrei^nung ausmachen, 
ilüfeen jld) ttefentlicf) auf bie augejeigteUnterfc^eibung, mefc^e 
be^^alb im Saufe biefer Operationen ffrenge fcPge^alten tt»er=: 
ben mu^) benn bie fucceffiten X)ifferentiationen werben immer 
ausgeführt, inbem man bie 3)lfferentiale ber unabf^angigeu 
Säeränberlit^en wie coufiantegactoren bctrad)tet, wätjrenb bie 



76 IX. fftf^nltt. 

Differentiale btt abijanfiiQtn SSeränberfit^eii fefbft wieber 
aü t>erän5erli(^ angefe^eii tüerben. SRan fauu inbeffeu mit 
©ülfe fleioiffer Umforinunflen, welr^e ie|t aM eiiwiiöer ge* 
fe^t tüerben follen, an bie ©trile berjenigen unab^än(^igeii 
Seriinberlit^en, wefdje man anfangs Qtto&f)lt ^atte, im Saufe 
einer Äeii^nunfl neue unofc^änflige SBeränberli^ einführen. 
Um flc^ Don biefen Umformungen einen richtigen 83e:^ 
griff ju bilbeu, ne^me man an, eine üorgelegte Sfufgabe 
^abe JU einer ©leic^ung gefiltert mie 

.L^ K^' *'"!-' S'^' «•) = *' 

in welcher x al9 unabhängige SBeränberlic^e, unb y a[d 
Function üon x betrad^tet ttjorben fei. iCie Oleic^ung bructt 
eine SSejie^ung jwift^en x, y unb Un (Differentialüer^ält- 

"^ff^" %' S"' %' ^^- ^"^ ' ^^^^^ Wvctn refp. bic 
©ränjen ber SSer^ältniffe barflellen, bie unter ben gfeic^jei' 

tigen Sfenberungen Don x unb ben fjunctionen y, -^, -^, 

?c. jlattpnben. 9Wan ne^me ferner an, x foffe aufhören als 
unabfjängige SSerSnbertidie ju gelten, unb an bereu @tatt 
eine neue eingeführt »erben, mefd)e bureb t bejeic^net »er^^ 
ben mag. J)ie8 iji fo ju üerjlef)en, ba^ jcfet x unb y f?unc== 
tionen Don t werben foIIen 5 womit jeboc^ bic urfprünglid) 
aufgeftettte Sfb^ängigfeit jwift^en ben btxbzn SScränberlit^eu 
X unb y feineewega fott Dertoren gegeben werben. Der 
Bufammen^ang, wefdjer t an bie aSeränbcrfic^en x unb y 
fnü})ft, mu^ gegeben fein 5 entweber burt^ eine ©leic^ung 
jwift^en t unb x, wie j. 83. * (t, x) = 0, ober burc^ eine 
Oleit^ung jwift^en t unb y, wie j 95. W [t, y)—0, ober 
enblid^ burc!^ eine Oleic^ung jwifc^en allen brei SJeränber:^ 
li^en, wie }. 83. n {t, x, y) = 0. 

9lun ip «ar, ba^ bie DifferentlalDerWItniffe ^, -0^ 



Srrlaitf^ufio bet Btränbttlii^tn. 77 

fliibercüDiffercntialüer^aftiiifre bcr Function y crfe^t werben 
muffen, meiere in 93ejng anf / jn nehmen ftnb. 93ei tiefer 
SStrtanfc^nng mn^ aber jnglric^ bie STb^ängigfeit bed y 
Don a; beibehalten merben. SDlnn gefangt bajn ganj einfai^ 
burd^ bie SSemerfung^ ba^, wenn w eine Function )?on t, 
unb y eine f^unction \)on x ifi, man nad^ ber Stegef be6 
§. 24. ^4it 

_«^ <^ <<ar 

tDorauS folgt 

rfy ^ dl 

dx dx * 

W 

mlijtx 9Iuöbrii(I bemnad^ an bie ©teffe uon -^ in ber 

(Sleic^nng F = treten mu^. 

35iefer erfle 2fu8brucf gibt fofort anc^ biejenlgen für 
bie 3)ifferentialDer[}ältniffe ber ^ö^eren Drbnungen. 3)enn 
toenn man beibe (Seiten ber (e|ten ®(ei(^ung in 93e}iig anf 
t bifferentiirt, unb fofgli^ dt wie conftant anfielet, fo f ommt 

dhi dr dt dt^ dt d(» "^^ \L J " '. ' 

iLc^ dt t^^\ ' *"' 

\ätj 

iroraud 

dx dhf dy d^x 
d^ _ Wdi* 'it'W 
dx* ~ f dx'\^ . 

Kdt J 

tfu8 biefem ^udbrndTe jlnbet man auf gleiche Sßeife^ 
inbem man in S3e)ug auf / biferentiirt unb fobann burc^ 



ri ^' 



d^x^\^ dx dyd^j 



V. «■ 



„' •' 



78 IX «bfftitttt. 

~ bxvibixt, 

dt 
. _ IFJH^ ' dt di^di^'^ dr^dt^ J dt dt dl* 

xmb fo fort. 

§. 75. @obalb t)ie ^ier gtfunfccnen SEBert^c in bit 
®leid)ung F=0 fubfHtuirt irorbcn finb, fo enthält tiefe 
©leidjimg bic SSeränberlic^en x, y xvxb bereu S^ifcrentiaU 
oer^ältniffe in 93ejug atif t. SBenn man nun eine ®Icid)uiig 
* {t, x) = jn^ifc^eu i xmb x ^at, fo fauu man x nebj? 
feinen S^ifferentialüer^ältnijfen iii ber ®Ieidjunn F = 
burd? i[;re SGBertfie erfe^en, bie.man miS ber ©leic^utig 
^ (t^ x) = 0, na(^ ber JReflel be8 §• 72, jie^t. SflSbann 
ip X oerfdjwunben, unO bie Ofeid^ung F=0 enthält nur 

^^^^iVi'^t'Äf'^' ^^- SBenn man bagegen eine ©lei- 

d)ung ^ (^ y) = jiüifc^en i xmb y ^at, fo fann man 
ebenfo y unb bie $)ijfereutiaIoer^äItnifte t?on y oerfd^iüinfcen 
laffen, fo ba^ bie ©leic^ung F=0 nur no(^ ent^äft ^, a?, 

-^T/ -^^ "ijr ' ^^* ®nbli<^ wenn eine ©leic^ting n (/, x, y) 

= Ö'jwif^en allen brei S3eränberli(!^en gegeben Ifl, fo fann 
man nac^ ©efallen x unb y terft^winben laffen, xovX biefc 
©leic^ung unb i^re fuccetfioen Differentiale in ©ejiig auf* 
(inbem man nftmli(^ x unb y ttjie Functionen ton % an^ 

diX d^x 

jie^t) bie SBert^e oon ^t-jff-^r ^c. ale Functionen t?ony; 

■^r-^f K. geben, imb umgefe^rt. 

3!)ie angezeigten (Eliminationen loerben übrigens nicfct 
feiten burdj bie Unmöglid^feit, ©teic^ungen jeber Wrt aüge- 
mein aufibfcn ju f önnen, praftift^ unaulfüfttbar, in welchem 
8aDe it^re f)(ofe tfnbeutung genügen mu^. 

f , » ' * «4t; -st • >. :•</ •» • . ' ^ . -, 









/ 



§. 76. Sßenti t)ie jtoifdjen t wnb btn fibrigen ^tx&n^ 
btrüAen fepgeflefltc 93ejie^ung barin bt^ti)t, ba^ man fejjt 

ar= f, fo ^atman ^- = 1, ^^r = 0. ^^ = 0, it., 
unb bic gotmcin bc8 §. 74 oermanbefn jtc^, n?ie eö fein 

SBenn bie in 9lcbc jle^enbe Scjie^ung bnrc^ bie ®fe!« 
djung y = f fejlgeflettt wirb , fo erhält man -^ = 1 , 

-^ = , ^ = 0- 2C. , unb jene gormein üerttanbeln 
pcfc (inbem man y flatt t fc^reibt) in 

dx dx ' 









j I --■ 

dx^ 



f dx'\^' 
VdyJ 
r. f d^x A« dx d^x 



f dx'\^ 

KdyJ 



2C. 

©obalb man atfo in einet ©lelt^ung jttifd)en x unb 7 * 
y, in meltfier anfange x als unabhängige SBeränberlic^e an* 
flefe^en »orben ip, ^inter^er y jur unabtjftngigen SSeränbers: 

K. bie torfle^enb entmiif elten SCuSbtücfe an bie ©teile fefeen. . 

§. 77. 5)ie fo eben aufgehellten Formeln führen and; 
unmittelbar jur 9fufflnbung ber Differentiale ber umges= 
fe^rten Sunctionen (man fe^e §. 35). 

J)ie Oleic^ung 






^y*) 



80 XI. fUfH^vItt 

y = lx gibt ^ = ~, 

wo X tüie bie uuab^ängiflc SÖeräubfrüt^e ntigefe^cu »rirb. 
SBiK man y )ur unab(}ängigen SSeränberlic^en machen; fo 

du 1 

^at man nac^ bem Sorigcn jlatt -^ ju fefeen -^, »obiiri^ 
man cr^ftlt 

1 1 . da: 

s= — ober -T- = a?, 



dx 3c' dy 

b. ^. inbcm man für x feinen SBert^, an8gebrfi(ft biirc^ y, 
nämlic^ e"» fe|t, 

d.^ • 

<^ 
X)ie ®Iei(^ung 

y s sin o; gibt ^ = ^* ^^ 

wo a? »ie bie unabhängige SSerönberli^e angefel^en wiri. 

@oII y jur unabhängigen SSeränberlic^en werben, fo M 

man }u fe^en 

1 . dx i 

= cos X, ober -r- = 



dx ' <ly cosa? 

w 

unb inbem man für x feinen 83Sert§ arc sio y fe^t, iro- 
burii^ cos X = l/l — sina?» = V^l -y» wirb, 

üf.arcsiny 1 

rfy ~ |/"t— ya * 

Die ©leid^ung 

y = tang a; gibt -^ = -, 

Solglit^ 

_L= * — = COSJ?« . d. arc tang y 1 

^ coffar«' <4f — COS a? , oDer ^ _ -^-p^. 

dy 



Sertaufd^itl^ bet Sevänberltc^eti. 81 

Sbenfo fftnltte man nu^ in S^ejug auf fcic Bötjcten 
Differentiale bet uniflcfe^rten Snnctionen üerfal^ren. 

§. 78. Die biel)eriflen Unterfudjaugen laffen ftc^ leidet 
auf biejeniflCtt gäHe flbettraßcn , ipo b\t ?fnjnM ber SSer*^ 
änberliien beträd^tlic^et ift. gä fei j. SB, We ©feit^uiifl 
gegeben 
w- ^ dy ^y dz dz \ ^ 

^ C"' "' f' -W' -k' "•' "' -äT''d^' «• ; = <>' 
in tüel^er üunba? jn^ei unab{)ängige,S3cränberlid)e bejci^s^ 
nen, y unb z aber jttjei Sunctionrn biefcr 83eränbernrf)en, 
SBill man nun bie neuen unabt^ängigen SSeränbcrIitfeen $ 
wnb t einfiUjren, fo wirb man ju beachten [;aben, ba^ v unb 
X jefet wie Functionen t)on s unb t anjufet;en finb, lüäljrenb 
y unb & t\aä) wie t)cr Functionen tjon v unb a? bleiben, 
unb ba^ man beß^alb nac^ §. 26 I;at 

dy dy dv ^^ dy dx^ jfy^ ^y dv^ j_ dy dx 

ds dv ds ' dx ds ' dl dv dt ^ dx dl ' 

iroraua burc^ (Sfimin^ition folgt 

dy dx dy dx dy dv dy dv 

dy dt ds ds dt dy ds dt dl ds 

dv dx dv dx dv' dx dx dv dx dv 

'ds'di "dTfiS" Hs'^ '^ lu ds 

SBenn man Jene beiben 9fu8brüdPe fikr -—- «nb -~ wieber in 

* ^ ds dl 

Sejug auf s wwb t bifferentiirt , fo wirb man brei ®rei== 
(jungen erhalten, auö benen man bie 9Xuabrücfe bcr brei 

J)iferentialt?erl^ältniffe ber jweiten Drbnung ri~, -ir^, 

~ herleiten fannj unb ebenfo wirb man ju ben ^öl^eren 
Dijferentialüer^ättnijfen Don y fortfcbreiten. 5fuf gleichem 

dz 

SBege cntwitfcft man bie ä^uK^en ?£uebrüdEe fär -^ wnb 

dz 

~, fo wie für bie tjöt^eren 3)ifferentialt>cr[;ältnijfe bon ä. 

^cc&itx, ^\p unb 3ute9talr. I. «oub. 6 



k 






$2 ix:. iiif^^m. 

meinen gormefn, vstlift in ^ie CBIeic^un^ Fs=0 fub(}ihiir| 
roerfeen muffen, weiter fort}ufe|en, »eil man in ben 9fn| 
wenfcnngen bequemer baB ^tiflejeigte ©ctfö^ren unwittefbal 
auf biejeirflcn anal^tift^en ffuöftrtidfe übertragt, »clc^c feei 
befonbere SaH felbfl barbietet. 

§, 79. X)ie Sertaufcbinifl ber unab^ängigrn SSerfin 
berfidjen finbet porjünlid) in fleometrif^en Untcrfuc^unßet 
Sfniütnbiinf), fobaTb man üon einem Goorbinatenfl;f}emc 51 
einem anbetn (ibergeljen tüitl. 6S mögen j. 83. 111 ^fl 
®(eid)ung 

x 

X nnb y itcn red)tminflifle 6oorbtnaten op nnb pm, ^ig. 23, 
??ig. 23. bebeuten , nnb man njoHe flatt x bc 
S/ SBinfel io, ben ber SlabiuöDecter om mi 

ber 9f cbfe ber o? rinf(l)fie|t,lti© unab^än- 
flige SSeränbcrlic^e einfiU;ren. SJ?«" f;^'^ 
in tiefem SaHc 



nv 




O? 



^ lang ü) = -^ . 

iDif^TfUtiirt man blefe ©(rie^ung mehrere SRafe nai!j rin- 
anber in ©ejug auf w, inbem y unb x al8 Functionen üon 
w angefe[;cn werben, fo ertjätt man Ofeiti^ungen, auö benen 

bie ©ertl)t ton -r-, -j-^, 2c. entnommen merben föniieii, 

. mefdje man in bie Sormeln beö §. 74 ju fubflituiren ^at. 

^)ie SBert^e ber S)ifferentiaIoerf;ä[tni|fe -^^ -^,2C., welche 

biefe gprmefn fobann barffellen, werben, in bie ®Iei^unfl 
F a= gefefet, festere als ben gefuc^ten 3ufammenl;i»n9 

unter w, y, -^, -^, 2t erfe^eineu lafien. 



Sertanf^ttitg Ut fBtt&abttli^tn. 83 

äBotlte man 5nd @ootbinatmf^cm DoSflAnbig änbern 
unb flatt jr i)ie Sänge be9 ätnbiudoector am, bxt mit q bt* 
pi}mt n^erbtn mag^ etnffi[;Teii^ fo mürbe man fetnct fcj^eit 

y s^ Q sin CO. 

DiferenKirt man biefe @lel(^ung mehrere Wlalt nac^ etn^ 
mkx in S3ejug ouf co , inbem y unb q ald Sunctionen 
Dono) mtgefe^en roerben^ fo et^ä(t man ^(ek^üngen, ire(c^e 

bie 5Bcrt[;c ton ~, ^^, lu liefern, nad^ beten ©ubflitu* 

tion in bie Oleic^unfl F=0 biefe nnr no^ einen 3ufam* 

wen^ang nnter m, q, -^, -^, 2c. barfiettt 

Dicfen lefetern Satl fnnn man aber einfacher erlebigen, 
wenn man unmittelbar fefct 

^ = Q COS 0), y = Q s^n 0), 

unb aus biefen beiben ®Ieic^uwgen bie SBert^e üon -^, 

^, K. unb -^, -^ , jc. herleitet, ©efetman biefe SCBtrt^e 
in bie Sormeln beö §. 74, fo erljält man unmittelbar bie 
Bertüeoün ^^S'^k. au^flebtüÄtburt^ca,,, A^ ^^,c. 

iinb mitbin burti^ beten ©ubflitntion in bie gegebene ®fei:= 
F=0 baQ Detfangte 3tefultat. 



X< ^ttoidPelmtfi etiter 9<nietiott naiii 0ati|eii Voten^eti ber 
tttta^inlei9ett SSeränberltf^en. Xa^Ior'fi^et Sel^rfa^ 



§. 80. X)ie ©etrac^tung ttx $)iffer«ntfatwt§iärtniJTe 
p^er berioitten Sunctiouen oon ^öljeten Otbnungen gibt bie 

6* 



84 



X. übfi^iH. 



OTittrf nti bie ^anb, um ix^ytnb eine Suiutioti in eine M 
ju entwidfelu, tctlijt naij flnngen ^otenjen berunabbäiifligt 
Seränberlid^cn oeorbiiet ip. 6ö fei bic gcgebeiiene gunctioi 

y = f(^\ 

Xdy:t man ju ben Gegriffen unb JBcjeic^iiimgeti fcfj', 
VI. Stbfdjnitteö jurüi «iib fefct bie SabeOe 5e8 §. 50 
weitet fort, fo gelnngt man biirt!^ einfache ©ubfKtiitionen 
JU folgenber Bufnmmenflellunfl bev einanber eutfpret^cnbtn 
SBertbe öon a? unb y: 

y =y 

yi =«y 4- Ay 

y« « y + 3 Ay + 3A»^ + A»y 



IT 



ir-|-Aa? 

a?-[-2Aj: 

j?-f-3Aj: 



a?-|^«A:r 



y»=y+wAyH ^A^H ^ A»y 

+ +% 

S)er Sfuöbnuf Don y» ifl unabl;ängifl üon ber ffieft^nf- 

fen^eit ber Sunction, unb fann immer ^crgcjlcHt werben, fo 

lange bie Function uur nid^t innerl^nlb bed 3ntert)aQed ber 

aSert^e x unb a:+«Aj: ber unabhängigen aSeränberlitöen 

unenblit^ grop wirb. SWan fann biefen 2fuebrurf axiii 

fc^reiben 



y»=y+«Ay+ 






2 

+ 



4-A-y 



2.3 



A»y 



ober mä) 

(«A.).(l_!) 



+ 



(„A.)«(i-i)(l-?) 



2 . 3 



2 
SS» 



A:ra 



4 +.'^"y- 



Xiefe ®(eic^ung 6lelbt itjjttfftn, tDte gro^ man au6) bad 
hficinbige SnterüaK Ao; fo tvie bie 3a^( n t)orau6fe4^n miig. 
91an ne^me nun an, 5a6 dnterüall «Aa?, melc^td bit^ 
jtnigen Reiben SEBert^e üon x oon einander trennt, benen 
Jbie 9Bert(}e y un5 y» btr Function jngrbören, bleibe con^ 
jlant, unb man (äffe gfeit^jeitig Aj? ofjne STuf^ören abne^:s 
men nnb bie 3a^f n in gleichem $Ber[;A(tniffe o^ne Wuf* 
^örcii 5unc[;men. S)a bie Dorige ©fcit^nng bei bieferSJor^^ 
auäfefcung nvd) immer beflef^en bleibt, fo tüirb fie antfe be- 
Pt^en muffen, »enn man für jebea it;rer ©Heber biejenige 
©räiije fefet,.ber baBfcIbe bei fortroä^renber 9(bna^me oon 
Aj? immer näljer fommt. 9tnn i|l ofier bie gemeinft^aftlidje 

©ränje ber »rüc^e 1 — i, 1 — |, 2c. bie ©nfjeit, unb 

We®ränjenberaer^i1(tniffe-§^,^,iJ, «. finb Die 

3)ifftrentialt>erbältniffe ober beriüirten 9unetionen J^ , -i~, 

j^, lt. ®efct man atfo jur Sfbfürjung n^J; = A, fo er:» 
flibt fic^, ba^ bie ©Icic^nng ' 

jletö jur Solge I;at 

rcofür man aue^ mittelfl ber aJejeidjiiHiia oon ^.narnngf 
fi^rtitien fiinn 

Dicfer bemerfenStnert^e ?fn8brntf ffl^rt nadj feinem (St- 
finbet ben 9tamen bee Sla^ lor'fci^en ge^rfa^es ober ber 
XaljJor'fdjen 9lcif|e, nnb mnf.als eine ber mii^tigflen 



@irunb(ageu btx XifeuutiaUec^mtng un& ii)itx SfntDenbun^ 

§. 81» 3)er ü^priße Sfuefcrud rcirt oft unter einer an= 
tern gorm 5arge{lellt. ©efet mau nämt«^ a?,=»0 uu6 6«:^ 

jeie^uet mit yo , -^v -^, ^, 2C. 6it ftefonfiereu couftanten 

SBert^, wet(^e alebann We fhincttonen y, ^, ^, ^, 2c. 

annehmen, fo fommt 

fW«yo + Ä-^ + -^-^+^^— - + ^ 3^^^ +2C., 

ober tnbem man {efet j? ftatt h fd^reibt 

X)iefe formet ifl üon ©tirfing gegeben 5 fie ifl jebod) 
befannter unter bemSflamen ber 9lei[;e üonSJlaclaurin, 
bem man fte attgemeiu jugcfc^rieben bat. SUlit ^äffc ber 
S3e{ei(^nung oon Sagrange fc^reibt mau bie äRac(aurin'[(^e 
9lei[;e 

fis)=^f{0)+x£ (0) +^f '(0)+^ r (0) 

Xiefe 9leil)e, fo wie biejcnige beS §. 80 bieneii jur 
(Snttüitfelung einer Function nac^ ganjen ^oteujcn ^er 
SBeränberfidjen a? vmb A. 3m aUgcmeinen erjtredft ftcft bie 
9lei{)e in8 Ünenblic^e. Sflur bie ganjen algebraifc^en guiic^ 
tionen, toetc^e au8 ©liebern oon ber gorm ar« jufamnieii' 
gefegt finb, mo m eine j^ojttioe ganje 3a^l bebentet, bringen 
enb[id)e ober gefdjIojTcne giei[)en [)eroor, ba bie S)ifferentia(^ 
tertjältniffe oon öa?« oon einer ^ö§creu aU ber mten Drb? 
nung fämmtlicb Sind werben, wie fd)üu im §. 56 bemerft 
Wiirbe. @S ifi überbied flar, ba^, wennnmgcfil^rt bie 
6ntwirfe(nngen oon A^ + *) ^^"^ ^^^^ fi^) ^^**^ eine De- 



I 
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gränjte Vnja^l tion ©Kebem entr^ulten, fle fid^ afdbann 
fliif gan^e ^olt^nome rebuciren mi'iffen. SBenn j. S. bie 
teriDirten /'•+*(0), /»^HO), 2c. fämmtlidj 9lua finb, fo 
^at mau bfof: * 

fo(g[i(^ ifl unter biefec äH>r«ttdfe^ttiig f{s\ eine giciije afgcp: 
braifdjc guiictiüii t?om ntcn ®i*abf. 

§. 82. Xie ©Icit^uug 

A^) = n^) + ^r (0) + K. 
läpt fi(fe mit^ burd^ bic 9Jtetl)übe ber iinbejHnimttn (Socfps 

deuten ^er(eiteti^ xotlijt bie SSotaudfe^mig mad}t, ta^ mau 

im Dorniiö fdion weiß, baß bie Suncrion /'(a?) in eine JReibe 

m\ ber ?form il + J?a? -f Cx» -f- 2>x» -(- ^f- eiitlüid'elt 

werben fönne. @e^t man nämlic^ 

unb bilbet^ }nr S3e{}immnng ber unbefannten ßunflanten 
A, B, C, n, K. , auf beiben Seiten biefer ©leidjuufl bie 
fucteifiüen berioirten Sunctiünen, fo erhält nuwx 

f (a?) = Ä 4- 2Cx + Wx^ 4- 2f. 

jf"(a?)=-2C + 2.32>x + 2C. 

2C. 

©efet mau nun o? = 0, fo wirb 

Miib burc^ (Subpitution biefer 8BcrtI)c in bie auöfnominenc 
©leic^ung bat man unmittelbar bie SOlaffauriu'fdje 9tetbe. 

5fnf biffefbe ®eijt fletangt nuui and) jn ber ^n^torV 
ft^en Steige, ajlan fefet 

/•(o? + Ä) = il 4- 1?* + C»« 4- DA» -t- 2c. 
mib bifferentiirt metjrere SJlale na(^ einaubei* in ä5ejng 
iiuf i, mobnrtfe man er^It 

JiB^J^, = i? f 2CA f 3DA» + 2c. 






iL 



88 X. Mk^^nm. 

u. 
Um ju erfahren, tüa8 au9 bicfcn Qffeid^iiuflett tuirfc, ttenn 
man A'= »erben läßt, fefee mau für einen Sfugcnbürf 
a? 4- * = «, ölfo /! (a? + A) = /"(w). 3laäj bcr JUe^el 
für fcie SMf erentiatiott ber ffuncticireu üon Functionen bat 
man fobann 

djis + h) _ ^ du _ ., , v- 

T; ** pftv uub ebenfü 

SP f w, 

nnb fo fort; uub bemnad^ trerben fttrA=Obie furcejfii^en 
berioirten Functionen 

d fix + h) dKf{x + h) 

dh * dh^ ' ^^' 

fxäj üerwanbeln ih 

®e|t man affo je^t in ben obigen ®leicf)uugen ä = 0, 
fo fommt 

wie bem Sal;Ior'fd)en 8et}rfa|e gemäß ift. 

ajlan fann im SBorbeige^en bemerfen, ba^ bie beiben 
35ifferentialüerf)ärtnijfe 

djis + h) ^^^^ d.fiX + h) 



dx dh 

JU i[}rem gemcinfdjaftlicl^cn 9fu@brntfe bie berioirte Function 
f iu) C}nben, unb mitbin einanber gfcidj jtnb^ ebcnfo ocr.' 
bält eö fldi mit ben iDifferentiafoettjältniffcn ber l^ötjereii 
Orbnungen 

d^.fix + h) .d^.f{x-{-h) d^,fix + k>_^^ d^.fjx+h) ^^ 
dx^ ""^ —dh^ ' dx^ ^"^^ dh^ '^^• 

§. 83. "Da in ber gntioicfelung be8 §. 81 ber Söertf) 






m\ X , fo wie in bet giittuidfefimg bc8 §. 80 ber 9Beirt|i 
Don * biitc^ ttid}t8 bff(f|ri1nft wirb, fo beftfet man bemju» 
folgf in bem Saljfor'fdjen unb bem SW^Jckmrin'fc^en 8e^r* 
fa^e, n>rt§ ^ü(i^P bcac^tenettcrtr) ift, einen Sfuebrudf ffir bie 
gimttion in il)rer Q(i\\it\\ ?ru8be^ming genommen, unb le* 
fcigfic^ bntc^ fol(J)e SBert^e bicfer Simttlon nirb ber unenb* 
liAen ffei^efofge i^rer SJifferentiafüet^ältniffe befHmmt, welche 
einem einzigen SBett^e k?on x jugel^üren. äBerben atfo 
ffiert^e einer Function unb i^rer fämmtlie^en X)iferenti(ir* 
Derljättnlffe nur für einen einjigen SBert^ ber unaböängigen 
SJerönberfic^en gegeben, fo ifi bamit im aUgemeiiien bie 
gimction feCbft gegeben. 3nbejfen erfeibet bie ?f ffgemein^eit 
ber tjier ciu8gcf})rod)enen S^cttfad^e oft oon nnbern ©eiten 
fefjr bebeutenbe fflefdjräufungen. 

ßrjlenö ifl nämlic^ bie ejriflenj ber Savlor'fc^en fo 
roie ber SJlncIaurin'fc^en Jfteitje aw bie 83ebingung gebun? 
ben, h<{^ bie Function y=tf (x) nebfi i^ren S)ifferentialtf 
üer^ärtnijfen f (x), f'{x) it. fttr jeben ber SEBert^e tjon 
X, totläjt innerhalb be8 burr^ bie Bnna^me h bejeic^neten 
Snteroaffeö enthalten flnb, continuirlid? bleibe, flifo 
»eber fpnmgtoeife fi^ änbere, iioc^ unenblic^ gro^ »erbe. 
Denn fo lange bie gegebene gunction continnirttc^ bleibt, 
b.^. für jebe unenbUc^ Heine Sfenberjing ber unabhängigen 
Seränberlic^en nuc^ bieSuuction nur eine unenblic^ Meine 
?fenbcrung crföj^rt, unb fo Tange überbies biefelbe gigen? 
ft^aft auc^ in allen 2)iferentinroerbältnitfen ber gegebenen 
gmiction fn^ finbet, fo [;at e8 an jtdj feinen Söiberfprudi, 
ba^ f{x) ober f{x-^h) einer rcfp. burd^ bm SÄattaiprin':» 
fi^en ober btn Sai^lor'fc^en 8e^rfa| gegebenen Steige gleich 
fein fönne, weicht 3Jei^e fobann an berfelben gigenfc^aft 
tfeeiüiimmt. SSknn aber bie gimction f(x) ober eine i^rer 
betioirten Functionen für einen geioiffcn SBcrt^ oon x eine 
ttnterbret^ung ber (Kontinuität erleibct, fo finbet filr biefen 



9Bert^ nm ;^ nit^t me^ tin eittjiget &e{Hii«tter Sßert^ ber 
|ugt{>i>rigcit ?!ttnftiott ^ati, %mb mithin fiinn eint Steigt 
ton btv übifftn gatm für Mefcn ?f(tH nic^t mt^x bxt gut* 
nH^dttttg tet QtQtbtnm Simction barfledeit. Sttait fe^e 
tüS SSkittre ^ierßf^er §. 88 zt. 

3nmtend ifl rd »ü^ttg ju bemerfrn, ta^ jebc ber ^t^ 
fitiitcnm Ketten btt fntft^rri^eitfttn 9nncti0n f(a!) ober 
fis-^h) mir flWtfj ffitt fann, fo Faitge bvt Slcibt toiis 
r^rrgent ifl^ b. 6. fo (angr bie SSettift, mlift man er- 
hält ^ tnbem man aOhii^tig eine größere uiib grdfete Vn^ 
gn()( Den @liebern bec 9td()e jitfnmmedinmmt, Qd^ immtr 
metn: einet gemiffen ®T(inje nähern ^ ober oucb^ n^aS auf 
bngfrfbe ^tnaudfommt, fo (aiigt man jmei ®rdti$fn. an^ 
geben fann, fo na^ beifnmmm (ifd^ mnu uiu miBv $»ifckt» 
benen Jene SSBert^c immer enthalten fdn muffen, n?tf ^rof 
anif bie SfnjaU bet $afammengenommenen ^Hiebet ber äteibc 
werben mag. 3u einigen f5äKen ifl bte (Sotmcrgcnj einer 
Äeitje fofort jn irfinnen^ j. 83. tüeuxx bie ®Iieber, tn>n 
einem frefümmhn ®üebe aniienc^iet, immer tfeiiicr n^erbeu 
unb jitgleid) abirtdife{n& pofttiD rnib negatio fhib, fo {itfert 
bit fucceffiüe ©umminmg augeiifc^finfit^ Stefuttote, welcfce 
immer menigir imi einunber oerfcbteben {tnb nnb gegen 
eiife jioif^en ifrnen Itegtfiibe 3a^[ cotn^ergiren. 93eft^en ade 
ßlfieber einerlei 3eic^en, fo ift bie 9leil;e conoergent^ trenn 
aÜtf Den eittem bef^immteu ©liebe angerechnet, fteiner fntb 
alt bie entft^red^enben @Eifber einet geometrifcben ^ogref^ 
{Ion, beren f^aetor fteiner a(d bie ^n^eit ifl. ^Dagegen iji 
fte btiDergent, aenn alle ©iicbcr^ Oim einem t^efUmmifi^ 
©Hebe angerr^net, gri)fer ftttb alQ biefenigen eilier geometri^ 
fdjen ^ogreffiDW, beren ffacfcor biegin^eit ober größer alB 
bie Sin^t if^. 3m aK^emonen if^ jftbeSmat eint befonbere 
Unterfnc^ung nötijig, nm über bie ßonoergenj ober S)iöer- 
genj einer oorgelegten 9leil;e jn entfdjeiben; jcbüd? wirb 



ein fipecUtteta @inge^eti auf bk Unterfui^tifl ^tet um fp 
tDmiger n&t^ig feiU; ba {td} fogteic^ (§* 87) für bie äfudtF 
mittedmg . &cr Sonoergenj folc^rt f^eüftn, meiere au0 bem 
Sai;[or'fe^cn ober 9Jlaclaurin'f(ten ßc^rfafee ^erDorgegangcn 
fiiib, ein anbcreö ©filfamittet einflcttcn wirb. *) 

§. 84: gii^t ffffein fflr bteWnmenbung beTSa^Ior*«» 
[to 9teU)e auf bie uumerifc^e S3erec^nung üon Smttttcnd« 
lütrtfjen, fonbcrn überall, tro man nur eine befd)ränfte 
änja^l t)on ®Uebern biefer fUtiljt in Sßetrac^t jicfit (mic 
f9 in ben Wnmenbungen ber I)ifferentialrec^nunfl auf ©eo^ 
mctrie unb ajledjanif ju gefc^e^en pfTegt), ifl e8 nöt^ig ben 
M)ln ft^afeen /^u fönnen, treld?en man burd^ SBegtüerfitng 
bc8 fe^lenben Steife ber 9tei[je begebt, ober tcenigfJena jtoei 
©rättjeu auf jufleflen , jmifc^en benen biefer ge[;Ier notf)« 
tvenbig entljatten Ifl. Süfan gelangt jur ©fjliinmung fof- 
c^er ®ranjen burt^ eine SSetrat^tung , welche jugfeitfc all 
ein britter SSemele beö SEal;lor'f^en Seftrfa^ö gelten faun, 
ber überbieö flrenger ifl ata bie beiben obigen SBemeife 
§§. 80 unb 82. 

3uQäc^{l rnbqt folgenbe einfatj^e SSemerfuug kwrouf« 
gefcfeidt werben, ©efe^t man ^abe eine Function f(h}, 
tüetd^e'für ä = () gteid^aOa ju Sflutt wirb 5 bleibt fobann 
inner^atb beS SntertaHea Don A = bia A == * baa Dif* 

ffrentia(i?ert)ältnip -j^J-^- bepänbig poptip ober beflänbig 

negatitj; obne unenblic^ ju merben, fo fann man, bri^u})» 



*) Sauc^9 i)at bm fel^r merfroürbigen @afe berüiefni; baf bie 
Mbm ^ift aufgeführten ©ebingunj^en für bie ©iitligfelt ber Xa^Ior» 
Wn, fo toie ber 9]?arlaurin*f(t}en Steige in eine etnjige jufamtnenfaQen, 
^- ^. ba^ jebe bie ani^ere in fit^ fcl)rieft, fobolb man bie a^etrat^tuitg 
auf imaginäre aSieränberiK^e unb. %un(ti«nf:R aw^bt^vt, nwü ijBfioi^ ^ier 
nit^t bmiefen loerben fann. 



92 X. «bf^ift« 

ten, fcaf bcr SBert^ oon f(K), innerhalb bcöfeften Snttts 
üaffeS gfcit^falle (JOJitiD ober ncgiitio, b. [;. uon btmftften 
3eic^cu tüie bas (BiffercntialDertjäftniJ fein toirb. 3)eim 

fo tanfle —^ — pofttiü iinb eubfid^ ijl, mup bie Sunctioii 

filr mat^fenbe SBert^e t^on k gleic^faES toari^fenj fo lange 

aber 'J^ negatiü imb enbfic^ iff, mu^ bie ?5imction für 

toadjfeube 8Bertl;e i?on Ä abnefjmen (f. §. 55)^ folflfic^ 
faun biefe Function loeflcn f(0) = 0^ im erflen Salle nur 
^JOptiD, im jmeiten gaUe nur negatiD fein. S)iefe ®d;Iüfff 
i;ören auf ridjtig ju fein, tüenn taQ XiffercutiafDer^ältni^ 
ober bie tJunctiou fclbfl in bemSuteroatt oon bL8 A m\^ 
eublid) wirb* 

SBiff man nun bie Function f(x + h) nad) ^otenjcn 
t7on h entoideln nnb fic^ für ben STnfaug auf baQ erfle 
®lieb f(x) ber gntmitfelupg beft^ränfen, fo loirb man 
fe^en fbnnen 

A^ + A) = A^>+An 
©ier bejeit^net n eine Unbefannte, tjon ber man wti^, ba^ 

jie, toenn h 5Jluff loirb, jtc^ in */ t»erit)anbeln muj. 

iDie 9f«föabe aber befictjt barin, jmei ©rängen P mb Q 
au6 jumittefn ; jmifc^en beneu n für irgenb einen SEBcrK) 
üon Ä flftS entf>alten ift, man l)at affo bie SebingunöS:: 
gleic^ungen 

fix + A)< fix) + kQ 
ober auc^ 

f(a; + h)-^f(x)-hPyo 
fix + h)^f{x)-hQ<:0 

9lun ift nac^ bem obigen <Sa^e btt erfle biefer beiben Sunf^ 
tionen (toelc^e für A = ben SEBert^ Slutt annehmen) 



Za^Ut'fi^ Sel^?fa#« SIS 

pofttiü iinb bie jlüeite negatiü^ wenn t^re ICiffcrfntinlüer^s 
ftältiiiffe in 83cjug auf ä in bem SntctDalle üon A = 
bis h = h felbp ^^ojitio ob» negatiD bleiben, o^ne unenb^ 
(id) ju werben, b. ^. wenn man \)at 

d.fiT + h) 



dh 

d.f((P+h) 



— P>0 

-(?<o 



t)on Ä = bis A = &• Syiefer SBebingung gefi^iebt offene 
bar ©enüge, wenn man fiir P ben f leinften unb für ben 
(irö^en bon benjenigen SBert^en fefet, melt^e bie Function 

^'^1"*"*^ in bcm Sntertjaae üon ä = bis Ä = Ä an^ 

nimmt. 

SBiß man ferner bie beiben erflen ©fieber f(ai) + 

h — ^^ bcr ©ntwiJelung beibetjatten, fo wirb man, jur 

%uffu(^ung jweier ©ränjen für ben 9tejt ber Sleibe, bie 
SBert^e tonP unb Q bxixä) bie JBebingung be|limmen, ba^ 
man für jeben 9Bert^ üon ä 6abc 

ober au^ 

/•(; + A)-A*)-a1^>-^p>o 

9lac^ btm Obigen gefd^ie^t biefen beiben Sebingungen 
©enfige, wenn in bcm SnterDalle t)on bis h boS S)iffef 
rentialüer^ältni^ ber erflen Function , in 83ejug auf * ge^^ 
nommen, pofttit) unb baS ber jweiten Sumtion negatit) i{T, 
b. f). wenn 



94 X. w^^m. 

dh dx « ^ ^ V 

dh da; •« ^ 

?fber biefcii ffiebingungen ßcfdjie^ tüiebcr ©etiüfle, mm 
man abermals in S3ejnfl auf A bifferentürt, nnb fe|t 

golglic^ muf man ^ier füc F ben fleinflen unb für Q bett 
größten t)on benjenigen aBert(;en nehmen, i^eld^e bem S^itfe:" 

rentialüer^ältniffe bcr jmeitcn Drbnung '^^J^ ' in bcm 

SutetDoDe Don bis A angehören. 

SBitt man bie brei crjien ©lieber fißi) + A ^^ 

4" ^ ^ bcr ®ntmt(f elung beibehalten , fo roirb man 

bic beibcn ®ranjen für bcn Stej! ber Stellte baburtfc 6e^ 
fHmmen, ba% man bie SBertbc üon P unb Q an bie SSe^ 
bingungen fnilpft 

A- + ») - ««) - » ^£^' - *7^ - Ä » < »■ 

SDiefen Sebingungen gefc^ie^t Oenüge, wenn man ^at 

3)iefen ffiebrngimgcn gef^iel^t wieber ®enüge, tüenn man 
rjat 



gnfclid} flefc^ie[;t biefen ©ebingunflcn Ocnüße, menri * 

li. ^. lüenn man für P btn flcinflen ntib für Q btn flrßfs 
tcn fcer SBertlje nimmt, weldjc bie SnncHoji ^'^^^^^ in 

i)em SntetDnEe bia li erreicht. 

SBic fciffr Säetrac^tnngtn fortjiife^jen (Inb, ift ieid^ 
eininfe6m« 9Ran fnnn in Solge berfcl^rii; fo fange bie 
5)iffcrtntt^[t)er[;ältnijfe nic^t uncnblic^ werben, eine gefleas 
bcue gmiction nac^ ber Sa^Ior'fd}eu SReitje entwidfeln unb, 
fobnib mnn bei einem btlitbiflen ®Ikbe olbbxid^t, Jeberjeit 
jtpei ®räiijeti nngefeen, jwifeljett benen ber SEBerk) beö Der» 
n^fäfi)0ten Sl^eife ber Steige ent^iten fein mn^. Ue6er« 
bies tann man bemetfen (f. §« 82), ba^ bie !DtfetentiAU 

üer^ältniffe ^^^^^\ "^'^^ k. nic^t tjerfc^ieben jln& 
t>on ^\^ , — 'l 7^ , lt. ober tjon--—^/ . ' ^ e, 

dx ' dx^ ' djp ' dx* ' 

3)cninac^ fann man bie ffie^auptung nuffleHen , baß ber 
SBertö ber Sleibe immer j»if(^en btn SBert^en ber folgen* 
btn bciben ?fuÄbrtttIe entf^alten fein mnß 

+ ^^ P 

' w -f- Ä -;^- -1- 2 "dir: -r o -3^,- -f . . * . 

^2.3.4...fi ^' 



tto F unb Q refp. ben Nrinflnt tinb bett gYöften Sßert^ 

beiridjncn, wefti^en bae Differentiart)rt[;ärtnif ^'^^^^ für 

flffe 9öerrt;e bcr SBeränberlic^en jtmfdjm x unb a: + * an* 
nehmen fanii. 

§. 85. 9fu9 bem 93or^crgc[;enben ergiebt pc^, bn^ 
man immer genau ben SBertt} ber Sfteitje ^at, wenn man 

öle lefcteö ©rieb fefet ^-t-t muftipfirirt mit einem ge= 

miffen Bnctor, ber jmifc^en P nnb ^ entsaften ifl, ^iefcS 
©lieb wirb ber Sftefi ber Sn^lor'fd}en 9lel[)e ßcnannt. 
S)er bcjeic^nete ?5actor aber ijl notljmenbig ibenttfc^ mit 

einem üon ben 5IöertI;en, welche bie Wunction .^ in 

bem SnterDaKe t»on d? bis x-^h annel^meit miip. 93e' 
jeid)net man nlfo mit eine j»if(feen unb 1 enthaltene, 
aber im allgemeinen nic^t nä^er befHmmte 3a^I, fo fann 
man enb(i(^ aU aOgemeinen ^udbtud ber Sai^Ior'fc^en 
gleite, mit einft^Iuß i^reö 9tejh§, fc^reibcn 

ober 

3. SB. für |A = 1, 2, 3, 2c. erhält man 



ober 



/(^4-A)=A^)+*r(^)+?r(^)+Är(^+ö*) 



2 

2 ' ^"^^ ' 2.3 



2C. 

tcelc^e ©lei^ungeii alfo t)ie Sa^Ior'fc^e Steige mit (Sin^ 
f({)Iup bee Slejles barfleffen, fobafb mmt biefe 9lcil;e mit 
bcm crjlen, ober jweitcn, ober britten ®fiebc abbrct^tn will. 

iCen Slefl ber Saplor'f^en 9tei^e fc^reibt man ju« 
tvei(en au^ 

ö-Q-^i , ^ ^ ; ober g-^-T /^ (a?... ap+*); 

2.3.4... (ik Ar»* ' 2.3.4. ,.|jr' ^' * " 

um anjiijfigcn, ba^ man filr x unter bc[^ Siinctionö jeic^en 
einen Dtm ben SBertben ber SSeränberlic^en ju fefcen Ijat, 
»el^e jwifc^en a?unb a? + * enthalten fmb. SJiefer SBertb 
ijl im allgemeinen unbefanntj aber man toeiß, ia^ man 
eine obere Orftnje für f{x + A) er[;ält , toenn man ben* 

"^ rfM- fix) 

jenigen SBert^ fcfct, ber ^ fo grof »ie möglich mat^t, 
unb eine untere OrSuje, wenn man benjenigen SBert^ fefct, 
i)er ^ fo flein wie möglich mac^^t^ 3n bem befonbercn 

Safle, wo bie Function '^^ oon a7 = a? bi8 x = X'\-h 
beflänbig wäc^fl ober befiänbig abnimmt, werben bie genanu:: 

d^ fix) 

ten ©ränjen burc^ biejenigen beiben SBert^e oon 'J^^ 

bargefJellt, Welche ben 8EBertI;en o? = a? imb j? = o? + * 
fclbfl juge^ören. 



S8 X.«»f#«i«t« 

§,86. SWan fcmti, nne im §.8l, in ber tjor^erge^en^ 
ben Formel jj==0 fe|cn, unb fobanu a? ffatt A fc^rcibcn, 
moburc^ man <iTö affgemeinen Sfuabrutl ber SRacImirin'? 
fctien Sleirje, mit einfc^fu^ i§re8 9tejle8, erhält 

A^)=AO)+^r(o)+yr(o)+,£^r'(o)+.... 

j. S5. für JA =^ 1, 2, 3, 2C. 

K. 

WO 9 h)ieber eine ni^t nät;er be^immte, aber jttif&en 
unb 1 enthaltene 3aI;I gebeutet. 2Jlan erl;ält n^ie üortiin 
jtpei ®rän|en, jtüifdjen benen ber S&ntf) üqn fiai) notb- 
menbig entl;alten fein muß, wenn mau inbem allgemeineii 
^uebruife beS 3lePea ber Steige ftatt p' (Ga?) bcn fleinjlcn 
unb ben größten SBerttj fefet, welchen biefeS S)ifferentia[:= 
Der^ältniß in bem Snterüatte bis a? auncl^atteu fann. *) 

§. 87. ajlit^tilfe beS ^icr entttridelten 9fu8brutf8 ^ 
ben Jfteji ber S^a^Ior'fd^en 3tcit;e, welchen ßo^range gegeben 
f)at, üerfc^winbet nun jugWt^ anä) jebe Ungetri^Beit rütf- 
jid^tlic^ ber ßonüergeuj biefer Steige. 3)ie3lei[;e ifl uämtii^^ 
not^wenbig coubergent unb iiat jur ©umme f(x + A)^ wenn 

ber SBert^ beS ergäujenben (SfiebeS t^^. d^f(^+m 

«.3.4.«. |i «SF** 



*) 6(1 uc^^ f)at ben fftt\t ber Za\)\ox'^d)tn fo »le ber SWorlauriii'^ 
Wen Stellte «nntr einer tierten gorm börgefiefft, »orfiber nifln bf» 3u= 
fa^ i om ®(^(uffe biefrd S3anbed fel^e. 



fleiiier t^ixb al^ {ebt Qtqtimt f^t'd^, \obalb tnon ^ tfyat 
^Tif[;örtit mnc^fen Uft. Wim faim indfwfoni^ere bnnerftii; 
ba^ friefe ©ebinguiifl immer erfüllt imrb> tomti ftd} eine 
befiimmte 3tit)I iV oiiflebeu lilpt, meiere btx abfohlte SBerK; 

^f8 tfflctorö jjM^ "^ uietufllö überfc^veitet; »ie (jro^ mnn 
aiicfa H annel)mca mag.. 3)enn fcer gactor s-ij-^— == 
^*'7^*i • • • ~ f>'*t ä*^^ ©ränje ben SBertf} Sluff, ivenn jx 

^ O *» |X 

grüpcr luib großer anrb. 

pSr^ tn benen für Qtxoi^t hffonbfre tßert^e bet $BerfinbrrU(^<it bie ^i^Ior*« 
fc^e Btti\i( mc(t bie ^nttvt^hmg. etitrr ^tQttftitn Sittutioii licffrt 

§. 88. X)ie ejriflenj ber Snl;Ior'fc{;en 3teif;e ifl naclj' 
§. 83 an bie IBebingiuig gebiinbeii, baß bie ??iuiftion y 
= /'(^) ucbfl ifjren 3:)ijferenliati)crbältniffeu f (j:), /'"(^j, 
2c. für benienigeii SBertt; t>on ir, i^on irefdjcm au6 
bie mit h bejeidjnete 3inia[)me gerei^net li^irb, contiiiiiir^ 
lic^ bleibe, unb 'inöbefonbere/ ba^ fie iilc^t unenblid; metbc 
3m eutgegengefe^ten ??alle ifl bie Jfteifie uidjt mefjr ar\^ 
ireubbar. g6 fei j.Jö. bie Function f{x) lum ber ®cf|-aft 

F(x) 

~{ x—a)ni ^ iüo m ciuc pofitil^e gauje 3at)I, luib f(^) ^^^ 

Sunttiöii iK>n a? bejeicbnet, n)e(d)c für ^ = a tüeber 5l«ir 
nod) nnenblid) irirb. * 5öeini man, gemfif beu üorigen 

^^a^tn ^^^^' i" eiiie3}eilie cntmi&It, bienad; gauieii 

^otenjeii Doii * gcorb«ct ift, fo merfrei» aUt ^litbet biefer: 
Steige uucnbfi^ rrerbeit fofenlb mau in i[;«eir £»=»11 fejjt.« 
lie gimrtioii aber bat beffeu ungead)tct einen beflimmten 

SBcrtf), nmniid) ^^^i^. 35a jctod/bie fetbfiäubige ®ut^ 



7* 



negotiM ^oteiiien birfrr @hröfc liefern mn^, fo fielet man 
(et^t, bai fie bind) b\t %at)lex'\i)t 9tAf)t triebt me^r gt^ 
geben merben fiinn. 

§• 89. ea fei femer bie Function log ar gegeben. Mt 
©lieber ber entwidfrinnfl wn log (j? + h) »erben nnenb^ 
lic^, fobfltb man barin ar = fefet. 3)ie Function feI6[l 
aber ^at aldbann einen befiimmten Sßertl), nrimfic^ log/13 
jeboc!^ fann biefer SBert^ nit^t burc^ eine Steige bargejlcat 
werben, welche mäj gansen ^otenjen t?on * georbnet ifi, 
weil log Ä = — 00 wirb für A = 0. 

§. 90. 3)ie Sa^lor'fc^e Steige liefert, ber 5»atnr fcer 
©ad^e gemäß, auc^ bann nnbefHmmte StefuUate^ n^enn bie 
üorgefegte Function f(x) SGBnrjelgrößen mfi)&lt, welche buri^ 
ben befonbern SBert^, ben man bema? beigelegt ^at, fotüol 
in ber Snnction* felbfl als anc^ in ben 35ifferentiart?er^ält' 
niffen berfclbcn üerfd)Winben. Um fidb bat?on eine beiitli^c 
SBorpellung jn madjen, mnß man beachten, ba^ eine SBur^ 
jefgröße Don ber gorm ^{x—a)f , too p unb q ganje 
3aI}Ien bebenten , berjenigcn Function f(x) , in Welcher fu 
Dorfommt, eben fo Diele oerfcfeiebene reelle ober imaginäre 
aCBertbe gibt, al6 bie3al)l q ©inr^eiten ent[;äft j)a femer 
biefe SBnrjeigröße fl(^ ant^ in btn DifferentiarDerl^aitnifien 
ber Snnction. wieber einjleKt, fo werben bie CDif erentialDrr::: 
^aitniffe, wie e8 fein mnß, gleit^faOS q SBert^e liefern. SWan 
^ät alfo gleic^fam eben fo Diele getrennte unb Don einnnber 
Derfc^iebene Entwirf elungen ber gegebenen Sunetion, wie 
bie in «ebe fle^enbe SBur^elgröf e SBert^e enthält. ®t)ialb 
man aber bem x ben befonberen SBert^ a beilegt, fo Der* 
fc^winbet bie SBnr}e(grb|e au8 aDen ©liebem ber SIeibe, 
wä^renb fte in ber Function befielen bleibt, wo fie aldbann 

wirb VW. 9ftfo fann bie Steige alöbann nic^t mel^r bie 
?function barfiellen, weit biefe mehrere SBert^e beft|t, 



mä^en6 jetie nur einen einjigen tiefert. 3)ie Vnal^fii 
löfl tiefen SBiberff^nid) b^tburii; baf fie bie ©Hebet bet 
9tfi^e tinenbltc^ werben Idj^t, fo baf biefe mithin feinen 
beflimmten SEBert^ mel;r barf^eQt. 

3)ie Sntmidefun^ ber 9nncticn f{x) muß in bem Dot:» 

lic^enbcii galle Ofieber mit bemSactor A* enthalten. 9Wan 
finbet bie gefn(^te Striae, menn mnn in ber (jegebenen Snnc? 
tion j? = a 4- A fefrt, nnb /"(a + A) nne ber 9latur biefer 
Function felbfi entmidFelt !i£)ie gebrod^enen ^etenjen oon 
h mer^en in biefer [enteren Sntn^idFelung jnm Sorfcbein 
fütiimen. 

§. »1. (ga fei j. 93. 

f(s) «=s 2aj? — x^-\- «I/o:* — a*, 

fü er^SIt man 

^•/•<^> = 2(0-0.) + ^ "^ 



d^.f(x) _ g . a ö^ 

Sffet man a? = a, fo lüirt /"(a?) = a", unb bie 3)ifferentiaf!= 
uer^äCtniffe affer Drbnnngen werben nnenbli*. CDiefeS jeigt 
an, ta^ bie gnttridfelnnfl uon /*(a? + *) ^^^ fßt a? = a 
Gebrochene ^otenjen oon A enthalten mnß. X)ic gnnction 

loirb alöbann in ber %[)at 

/'(a + A) = a« — A« + aKÄKifl + A 
unb bie (Sntmicfehing biefea ^fnabrnda nac!^ ^otenjen Don 

J 8 » 

Ä liefert ©lieber mit ben gactoren V, A*, h\ 2c. 

§. 92. SDlan mnß libriflcnS bemerfen, baß eine SBur^ 
5elflröße, welche in ber Function f{ai) entf;alten ifl, anf 
^n?ri tjerfdjiebene Sfrten terf^winben f»inn, fobalb man 
^er aSeränberlid^en x einen befonbern SBertI) beileijt, näm^: 



liil^: 1) inöem biticmfle Oc&fc ju5Siifl imh, \\>z\^t unter 
i)em äötirjctjtiiiien flKjt^ 2) iufcem eui t?a^r ju Silifl anrb, 
mit iDefdjciu bU SBavitffttüiJe b^tjaftet i^ 3m crfieugABe 
fiiim bie (Sntttntfefuitg, meiere fl»ö ber iSaV'ör'ft^eii Steige 
hm^xtii^ für beu in 9lebe fletjenbctt befonfceun SBert^ üou 
X niemafö mit ber Sunctioii f{x + Ä) juftimmenfatten, 
lüüttüu ficf) int §. 90 bcr ®nirib aiiflegeben jtnbct. 3ni 
ätüeiteu ^alte ba^iegcii üerfjätt ficf) bie ©ad)c anberö, Jreil 
btt bie SBurjelijrö^e beglcitenbfe Factor, ibefd;cr in ber c^t-- 
geOeneii 15aiiction jii 9liiH icirb, in tzw (Diferentialüerljält' 
niffcn f)öl;eret Drbnungen aii8 feiner S3erbinbnng mit ber 
SBnrjelgrö^e ^leraiiötrctcn fann, fo ba^ biefe nit^t me^r 
Derfc^minbet, nnb mitl^in bie Slttlje nnrfHri) Öie iti)t[)ige 
9fnjat)l t)on SBert^en liefert. Sfaf gätte bi-efct. 9frt ifl init= 
l)in bie ^al^tor'fdje 9lei[;e antüenbbar. 

§. 93. SBenn j. S3. bie gnnction fleße&eii ift , 

/•(^r) = (o? — «r K^~^^ , 
lüü w eine pofitiüe ganje 3iit}l bebcntet, fo finbet man 

d fia:) 1^ 7 I ^^ — ^^^ 

(5* ~ ö>*" 

2C. 

SJlit jeber Differentiation üerfd;iinnbet im erften ©liebe 
einer ber fjactoren üon {x — ß)*». ^a6^ m ^iffcrentiati= 
onen irerben biefe f^actaren üoHjläntig terfc^mnnben fein, 
nnb foIflli(^ icirb bie 2fnnal;me x •= a, ipelel)e bie 3)iffereii= 
tialtjer^ältniffe ber m erflen SDrbnnngcn jn 9inH mac^t, in 

allen übriflcnSifferentiafeerpltniffeu bi« SBnr jel^röf eKa?— * 
bfillej^en Irtjfen. 



* 

aSefiiintnun^ ber 9Bert§r^ tpelf^e \id) unter tcr unbrfiiniinten 

gorm J borjlfHen. 

§. 94. J)ie üotflc^enben gntmidPelungcn faffen pc^ 
unmittelbar anwcnbeit, um bm Söertt; eines SSnit^ed wie 

• fix) 

FiT) 

nu§jumitte!n, \vt\m tiefer f%: einen gewiffen Söertt; x = a 
fcer SSeranberlicben fic^ in btn nnbeflimmten Wuöbrurf % 
mmriMt 

SBenn man unter fcer SBürauöfefeung, ba^ ber SBert^ 
a?= a fomof ben 3ä[)Ier /"(a?) afa aud^ ben SIenner F (x) 
juSluH ma(^t, für benfelbcn SBertf) w —a benSCÖertfj beö 
Sruc^cö ju fennen verlangt, fo fann mau barunter offenftar: 
nidjte anbereS üerfle^en, ala bic Sfuffuc^ung ber ©ränje 

löelc^er ber i&xwii -—r o^ue ?fufl)&ren uÄtjer tmb uä^r 

fommt, träörenb x fid) immer mef^r bem SBert^e a uatjert 
liefet ®räu}au8bru(f lä^t ficb auc^ üertaufc^en mit 

F(a-^h) 

luo ft ftd) immer tHet;r bem 3Bertl;e SluH nähern muß. 

5tun fauu mau, fo lauge bie 5BeräuberIic^e jjuubeflimmt 
Mcibt, üermüge be6 Sa^lor'fc^en 8e[;rfate3 fdjreiben 

%+A) A'i A* 

FW + A/> ' (o:) + -F" (x)+ -— F"' ix) + u. 

SBenu man fobaun bie Sßoraudfei^ung maijt, ba^ iteberim 
3ül)ler ni>c^ imStemier, fobdib mau. für a? bm frefpubefcw 
Sert^ a fe)}t, eiuer ber in ben §§. 88 it. betrad^tttt u 3tüf ^ 



IM X. Ifkfi^irilt. 

ita^mefäKe einttitt, fo f)at man, toegrn f(a) = iinb 
F(a) = 0, 

/(«+« _ r(.) + |-r(^) + ^3r-(^) + K. 

8ä^t mau Ijxti enblit^ ä Heiner unb Heiner werben, fo rcirb 

b. l). ber flefut^te SGBerK) iji gleic^ bem Quotienten bec 
35ifferentiafDer^ä[tniffe o^er bcriüirten Functionen ber erjlen 
jDrbnung t?on ben gegebenen Functionen f(x) unb F(ar), 
in benen man x = a gefegt 6at 

©offte ber SBertr^ a? = a bie beiben CDifferentiali'cr^ 
^ältniffe ber erflen Drbnung gleiifatls ju 5JluII madjcu, 
fo würbe man auf bemfelbcn SBege finben 



Mn^m^^Q 



(a) 



¥{a + Ä) F' (a) ' 

utib fo fort. SfHgemeiu {)cii man für hm SBertf) be§ Dor== 
flffegteu Srud^el jietS ben Quotienten ber erpen beibeii 
X)ijfercntialüer^ältniffe gleicher Qrbnung ju nehmen, ireldjc 
für ben SBert^ x = a nid)t jugleic^ oerfcfjwinben. 

SEBenn aber ba^ erfle 2)ifferentiali?er^ältnif , welches im 
3är;ler ni(^t Derfc^winbet, nid^t Don ber nämfid^en Drbnuiiß 
ift wie ba^ cr|le ^ifferentialoerrjältnif , welches im 5Jlenner 
befielen bleibt, fo wirb angenfc^einli^ ber gefu^^te SBert^ 
cntweber ?lull ober unenblic^ grof, je nad^bem bieSfnjnW 
ber üerf(^winbenben ©lieber im Sanier ober im 9tenner fcie 
beträ(^tlid^erc ifi. 

§. 95. SBenn man annimmt, ba^ bie beiben Func^ 
tionen f{x) unb F{x), ober au(^ nur etw« in i^nen, nic^t 
«a?c^ ganjen ^otenjen oon * entwitfelt werben fönncn, 
fobdb man bem ir ben befonberen SBert^ a gibt, f. §§. 88 2c.; 



jy-a?*^'* 



Keftimmmk^ It» Sftt|« |« li5 

fo i{l bie Dorige Stegel nic^t me^r anmentbar. ^TlSbanii 
mb man, um ben SBcrt^ beö SSru^eö -^^ jii fuj5en, 

3ä§Icr imb SRcnitcr beö Snic^eö ^^i^ i» Stcirjen ent^: 

tßiitln, tvtld)t ne^ntiüe ober gebrod^ene ^oteiijen Don h 
enthalten; unb naij VuSfd^eibung bed nemeinr(^aftli(^m 
gactorö im Bai&Ier unb OTeuner A = fe|jen. 
i §. 96- ea fei gegeben 

man fuc^t ben SBertI) biefeö Sruc^ca für a? = 1. 35er 
Quotient ber S)iffetentialüerr;äftniffe ber erjlen JDrbnung 
Doii 3SI)Ier unb Slenner ifl 

l--(it+l)3;* 

— 1 ' 
unb fefct man hierin a: = 1, fo erl^ätt man n. 3n ber Xf)at 
ifl bie gegebene t^unction nichts anbered afd bie @umme 
ber geometrifc^en Stcitje o? + ^* + ^' +;••• + ^• 
68 fei gegeben 

ttefc^er ©rut^ ba^ J)i|ferentiart»ert)ältni^ ber erflen Orbnung 
Donbem uor[;erge[;enben SSruc^e \^, unb bemnat^ bie @umnu; 
5er girilje 1 + 2a? + 3:p» + . . . + na^-^ barfiefft. . 2Jlatt 
fu(^t feiujen aCBcrt^ für o? = 1 . S)er Quotient ber I)iffe::^ 
rentialoer^ältniife ber erjlen Orbnung ip 

— » (n + 1) x*"^ 4- n (n + 1) jr* 
— 2 (1 — a?) 

J)a bcrfelbe loieber % toirb, menn man j? = 1 fefet, fo geljt 
man ju bem Cluotienten ber ©ifferentialoer^ältnijfe ber 
peiten Orbnung, nämlid) 

— (« — 1 ) n (n + 1 ) j;"- * + n* (» + I ) ^"^ * 

_ 



Äflr üp^\ et^art man ^iernua ^^^^^^ alQ gefut^ten 

SBert^. 

®9 fei ferner gegeben 

man fnc^t .^en Söert^ biefea Srini^eS für a? = 0, Doranö= 

gefegt baj n eine pofitiuc.3at)[ feejeitfenet ?fte Eluotienten 

5er 3)ifferentialDerl;äItniffe üon 3ä()(er Uttt) Slrnner l)at mau 

1 



na^«-* 



folglich finfcct man ale SBcrt^ fcee gcgefcenen SSru^e für 
a?==:0 enttneber oo, ober 1, oier 0, je nnc^bem ier gp 
ponent n> 1^=1, <;i mar. 

@6enfp ücrljält ea fic^ mit ben Srttdjen ^~^ un5 
—-, too n glric^faaa eine }3üfttit)f 3a[;I eejeic^neh SBaö 

ben a3rnc^ "J^ "^ betrifft, fo mnß mau ju ben Diffc^ 
rentiafüerljältniffcn ber jttJeitenOrbttnng' überge[;en, rcobnrd) 

C08 iC 

man erhält— 7—;^^' ?f.ffo tvivb öerSBert^ beafBrii^ee 

für a? = entwcber OO, ober ^, ober 0, je nacE)bem ber 
Opponent «> 2 , = 2, <2 n^ar. 8)Tan erf ennt jugleict, 
baß, menn a? Keiner ala jebe gegebene ®tOße ober unenb- 
lic^ Hein ifl, 1 — cos a? nnenblic^ Hein ifl in^ejtig auf :r 
ober in ©ejng anf sin a?. 

§. 97. äßenn bagegcn eine Snnction gegeben ijt, 
mie j. 83. 

1 1 

beren Söertt) angegeben merben fott, trenn o; = a gefegt 



mb, fu Uegt terittiigt Snil t?er, ido 3ä^Ier imb 9^enll(t 
iiid)t na^ gnujeu ^poteiijen Doii h eatmicfelt tvfrten fb^meii^ 
lüeim man x-\* h (tu bic Q5idlc t»ou a? fc^t S)le Xiffe» 
rentialDer^nltmffc'üonäÄöIer unb Weimer werben fätnnctlif^ 
Hnciiblidi gro§, iDenii in xljmn x = a anflenommen wirb. 
äJfan irirb affo \\a6j §. 95 unmittelbar o: = a + * W^"/ 
irobur(^ man er^Mt 

V'ia + Ä . f r ' • 

imb wenn man t)icrin nad} ^oteujen oon A enttincfelt unb 

fobann ben flemeinf6aft[id)cn Factor Krim 3ii^rer unb 
9lcnner unterbrürft, fo fornrnt 



^^ + ^-^ - "• 



SDliUi ^al olfü^ inbem man fc =<= fe^t, ol6 flefiic^tcn ffiert^ 



§. 98. ^i\Xi fann fid) t?on ben gewonnenen 9lei\iltatrti 
nud) auf geou\€trifd)em SBege leicht ptedjenfdjaft geben. ^ 

ffi§~bcr gegebene Srud;, wni iffn fo wie ifI^/1Jig.24., 

gig. 24. mbgenbiejemgenbei&enSutüen 

batfteffen, betenOrbinaten ref{y* 
bur(i^ fix) nub F(rr) gegeben 
fmb. 3enera3rud) brtttftfobann 

baS a5er[}äItni^^jweierDrbi:= 

natcn ber beiben Surüen au0, 
iüeld}c einem unb bem näm- 
nd)cn SBert^e oP ber 9{6fciffe 
X entfpr^c^en. 3)a ferner bie 




108 X. fl»f(|fiilt mtpmmtwmn U$ fB<rt|« f. 

Functionen /"(«) mxb ¥{x) jn Slull werten follen, fobalt 
dp s a gefej^t mirb, fo folgt not^toenbio, ba% beibe @umn 
einanber in einem ^nnf te ber ST^fe w treffen muffen, ft?el*tt 
in einem %bf(aube oM=a oom $fnf(ingd)>(tncte liegt. <S\\iji 

man alfo ben SBert^ be8 53rnc^eö f7^^^^^ ^=^^f f^ ^f^= 

langt man bamit nic^td anbered al9 bie ©rSnje, ber i)a8 
aSerljältniß ber beiten Drbinaten Pn xnxb PN immer näftct 
fommt; wenn ber ?fbpanb MP immer me^r abnimmt. Ditfc 
©rSnje ifi angenfc^einlic^ ba^ 93erbä(tni^ ber trigonome^ 
trifc^en Sangenten berjeiiigen bciben SBiufel, welche fcie 
beiben im ^uncte M an bie (Surfen gelegten Sangentenl 

mit ber 9f(^fe ber x einft^Iie^en 5 alfo -rj^. 

SBenn bie beiben Differentiatcerljältniffe f (x) mi6 
F' (x) filr ben flBert^ j? = a gleic^fattö jn 9lnll »erben, 
fo t;aben bie beiben ßuroen im ^nnfte M bie 9fd^fe ber x 
(itr gemeinfc^aftlic^en Sangente. X^ie @rän}e bed S3er^ 
^ältniffeS nnter ben beiben Drbinaten wirb alsbann gcgc^ 

ben werben bnrift b%\\ 83rnc^ WT^'^ ^^^^ ^^^ P^ "^ ^^ 

?folge jeigen wirb, fo ifl in blefem Saffe ba^ pufferen tial= 
Der^ältniß ber {Weiten IDrbnnng proportional bem Sntrr- 
oaHe, nm welc^ea fidj bie Kuroe oon ber Sft^fe ber x 
entfernt, fobalb man anf biefer Sftftfe, oom ©erü^rnngö^ 
punfte ox\%, nm einen nnenblid) Keinen 85Beg fortft^reitet.*) 



*) (Stnr gmeite unbeßtmmte '^tixm, unter ierl<|rr ein Stmrtionltvrrt^ 
auftreten fann, ifl bie Sorot ^, über welche man ben Bufa^ II. 

am @(^Iuffe birfr« SBanbe« nadjfe^e. 9}7an wirb iibrtgrn« leic^'t 

bemrrfen, baf aOe fonfligrn unbeflimmten formen, ouf XdtX^t eine 

gegebene gunrtion für einen gewijfen SBeft^ ber SSeränberlic^rn 

fütrni fonn, %. SB. bie 35i(fereni CO — (30, ba« 3)roburt . OO, 



XI. nh^d^nm. CüMAlMi Nr fiiifa^eti flNnutioiieii. H» 



XI. ettttuiffeltutQ btt etttfutl^eti gutirtioneti von elnrr 

fßtt&nbttlid^tn. 



i. gunrtton J?*. 

§. 99. S)ie ?fu8brtt(fe für bie 3)ifferctttiiilt?h:^artinffc 
böserer Drbnuiigen üon ber Function a^ fmb bereits im 
g. 56 gegeben. ä)lan ^at aDgetneiti 

^^ = m(iii- l)(m - 2) , . . . (m -. ji + I) ;r— »*. 

J)er JEal;Iot'fd)e ße^rfa^ liefert bemtmd^ für (a? + *)* «i^ 
bem man guflleit^ nnc^ §. 84- nut^ bm 9lefi ber 9lei[)e in 
Betracht jie^t, folgenben ?l*u6bru(f 



tic" ^otengen 0®, OO^i t®r "• M i«nw'i^ fc"'«^ anflemejfent Um« 
formimg Jbcr flcgfbenen Function (bei btn ^ottn-^tn tnebrfonbtre 
butt^ Uebergong ju i^rr n Soflatit^men) ouf eine brr formen J ober 

OD - 

— mulfeti gurücffü^ren laffeii. 

3. S5. 5)ie gunrtion liefert fflr a? = ble nn« 

befltmmte gorm 00 — 00. ©c^rribt man biffe Sunrtion aber 

^' " ' , fo ffat man fofort |, r»tl^ti toit oben »eiter gu behalt« 
rr 

belli ijl. 

®ie gtinrtion (l + a?F liefert für a? = bie unbeflimmte 

^orm 1°^. JJer gjeper'ft^e fiogarit^mu« biefer gunrtion iff ober 

^U+^) ^ tt,f^ej $(uftbru< fic^ in $ üertoanbelt unb nac^ f. 96 

ben ffi$ert^ 1 ^at? folgli^ ifi ber gunrtionltefrtb fefbfJ = e. 3n 
biefem SSeifpwle »irb man ein fc^>on früher (f. 16) auf anberem 
Sorge getoonnene« Strfultat »ieber erfennen. 



m(m-l)(m— 2) __ , , , 
H 2T3 ^ A' -f- . . . . 

••:.+ 2.3..;.,...!^ v^ + eft)^ mK 

ivp 6, ir>ie frü[;er, eine jirifdjcii uub 1 eutljaUene 3iü)l 
bejeidjnet. 

%(\ tcr SDBertt) üon 9 fpiijt nic(;t iuU;cr befainit ift 
fo fann man im allgemeinen auc^ \:it\\ ©etrag beö Seftfe 
ffit befonbere Sfnnafjmen, meldte man ffir x unb * trcfen 
mag, niemals benimmt angeben, fonbern l)ö^ften§ mir 
jmifd^en jmei ©ränjen einfc^licpen. @ü Tange mau nbtr 
ben abfohlten SBertI) t?on x größer t>üran8fefet al6 beniciii- 
gen t?on ä, nnb ar nnb A einerlei S3ürjeid)en befi^cn, fc 
lä^t fnfc aKgemein bemeifen, ^Oi% ber ©etrag jenes SRefleS ffir 
^infänglid) grofe SEBertC;e t>on fx fleinft nnb fleincv irirt 
nnb enblid) für |üi = cx) t)crfd)minbet. 3n biefem Siidt 
liegt nämlid) ber abfointe SBertt) oon a? + ÖA jiüifc^cii 
be.nen üon :pnnba? + *f folglid^ an^ ber abfolutc SGBertt 
beS gactürS (a? + ÖA)^-** jn:ifc^en benen üon x:^-^ \\t 
{x + A)«-»*, fo h^^ ber SBertf; ber ganjen ©ntiüiMiiKi 
jmifc^eii benjenigen beiben SBertl)en enthalten ifi, irefd^c 
biefen beiben ©ränjen .entfprcc^en. ®e^t man aber \\\ 
(Sntwitfefnng um ein ©lieb a^eiter fort, fo ir erben Mt 
beiben ©ränjen, jioifdjen benen jefct ber 3lep eutljalten \% 
gleid) fein ben beiben üorigen ©ränjen, mnltijjlicirt rrfp. 
nilt ben ©rüdjen 

^ nnb — . "^ 



S)er abfohlte SBertf; biefcr beiben 83rüd)e bleibt, für ffbt 
große SSBertbe üon fi bis M' == 00 , befiänbig Heiner iil§ 



tic mwljnt, ivm\ ^ felbp Heiner n(a bic (Sinöeit if». Xie 

kxbm ©r^njen, jrüifAen beiien berJRep fcer flleißc liegt, 
nefjmeii alfo ol^nc Sfufl^ören nb, icJ1[}rcnb' \i juiummt, un6 
üetfdjtüiubcu enblit^, gleie^mie tiefer 9lefl felblt, für u^cx)« 
3)ie unfni)(id)€ 9teiC)e 

tp mithin conüerßent, imb Qlt'xii (jr+A)«. Sfber fte mür:5 
be bit^erflent fein, obflfcict; fie in i[;ren erflen ©fiebern ben, 

Sfnfdjein Don gontergenj beftfeen fönnte, menn ->licäre. 

SP 

35icfer ®afe gilt not^ bann, irenn x nnb h entaegcn^ 
gtff|te aSoTjeicben t;aben, iinb felbp wenn pe irnnginSr 
[mb^ bodi würbe er für biefe pfiffe einen-befonbern 95eiürt8 
frfürberii. 

§. 100. Ditibirt man beibe (Seiten ber vorigen ©feis 

d?ung bnrci) ar«, unb fc^reibt fobann x an bic Stelle t?o!\ 

h 

-, fo f)at man 

(l+:r)-=l +m^+ ü^,, »+ '"('"- *H^»'-^> x»4- . . : 
. . . «>'(«-l)(m-2)...(m-,.+l) ^, 4. e^)«_,^. 

^.t> |i ^ ^ 



'^; 



S^iefe !Rei[;e tüirb, n^enn man fx = (X) n.^erben ffipt, jn 
einer nncnbli*en Sleifje, tüelc^e coni?ergirt^ fo fange x < l 
unb ]> — 1 ajigenommen tüirb. . . 

3m aSorflebenben ifl ber allgemeine ©etveiö ber Slem* 
ton'fc^en Sinemialformef enthalten, ioefd^e in im (Sfementeu 
mir für ben gaff gegeben wirb, tue ber Srponent m eine 
Pojttii?e ganje 3al)I ifJ. 

2. Sogartt^mtfc^c ^unrtion log :r. 

§. 101. aJtan t)at nac^ btw §§. 19 nnb 57 



1» XI. lufitiatt. 

rf>* . log J? _. , 2.3.4. ...(|i,^t) 

mo bnd obere ober ba^ untere S^or^eic^en genommen teer« 
beu muß, je nad)tem \i uiiflerabe ober gerabe ift. gofgüi^ 
loirb nad^ bemXal;lor'fc^eu ßel;rfa|e iinb feiner ßrgäiijiiiij 
§. 85 ber 38ertl) oott log (x + K) audgebriiilt biir^ 

log(ar + *) = log^ + logi..(^i— ^- + ^^.., 

-^ ix(a?+eA)i*y* 
J)er9lefl ber9teitjc rebucirt fic^ fürfi = oO mifM, 

DormiSgefe|t ba^ ba9 S3erl;ältniß — bie 6in[;eit nic^t ükx- 

[^reitet 9Ran überjeugt |t^ baoou bur^ bie 93emerfun(), 
baj^ bie beibeu ©ränjen, meiere biefrn Stefl grcifc^en ft 



faffen, gleich fmb ben Sactoren — unb , . multipli- 

cirt mit i log e. !Diefe8 fefct {cboc^ üorauö , ba^ x unt> 
Ä einerlei SBorjeit^en ^aben; wären biefe SBorjeic^eti ütr= 
[(Rieben, fo würbe eö eines anbern a5ett?eifed ftebürfen, fctr 
ieboc^ ^ier unterbrächt werben mag. 

2)ie ©afiö beö [ogarit^mifc^en ©Ijflemö ifl in bcr ge- 
gebenen ®[eid)ung oottfommen wiUfftrUtb. SBoIIte mau He 
3n^I e jur 83aft8 annehmen, fo mürbe man log e = 1 jii 
fefeen l^aben. 

§. 102. Stimmt man o? = 4, unb fc^reibt fobann j 
an bie ©teile Don h, fo erhält man 

■.ga + » = i„..(.-?+f-...±j^); 

gttr 5Re|)er'f^e Sogarit^men, beren a5afi6 = e ifl, Ui m\\ 
einfacher 



9Mmi4UUm% in $bffa4tH gmutioiini. IIS 

SSeibc gleiten fnfc conttrgfitt, fp (angr a? jttrift^en + 1 
mb — 1 enthalten ifl. 

@cfet man a? = 1 , fo lüitb aii6 btx lefeten ®f eit^ung 

fffct man aber a? =« — 1 , fo wirb 

/0 = -OO====-(l+i + j + | + K.) 

Die 9lei[;e 1 + -- -f l-j-l -(- jc. ift bemna^ feine m\^ 

ccrgirenbe Steige, fonbern i^re ©üinme tol\ä)^, Xomn man 
mc§r xinb me^r ©lieber jufammenttimmt, über Jcbe belieWfl 

SBenu man^ bie beiben ®feit^ungen abbirt 
log (i + x)^ log ^ . (^0? _| + 1 - J + 2C.) 

-log(l_.;) = Iegi.. (^^+^ + J + ^ + ic.), 
fo fommt 

§. 103. ©eflüfet auf biefe gormein läßt fic^ ber SBeg 
auf rüeld)em mau bie S3erec^uuug ber loflaritfjmifc^en Sa^ 
fffn auögefübrt f)at, in berÄürje aufleben wie folgt. 35ie 
Steifte für log (1 +a?) berwanbelt fn^, wenn man x «: 
y-l fcfct, in 

ober für Slepcr'fc^e ßogaritl^men in 

2)iefe Steigen finb jur ©eret^nung uur brauchbar, fo lange 
Me 3at}t y fef^r wenig t?on ber (gini^eit üerfd^ieben ip. 

r 

SBenn man aber fe^t y = Yzf *vo r eine befiebige 3a^I 
9laöfer, 3)iff.-- uub Sutearalr. S3aub. I. 8 



114 ».Wf^^Mt 

friit f aitn , (0 erhält maw au$ ttt rtfem 0tet^ 

unb menn bie 3a^( r iirgatiü genemmen Xüxxi, 
log.=rlog..[l-^+i(l_^)^+i(;i-^)'+K.]. 

Dicfe bciben Ariden Wftbcu conücrgircn, fobolb mnn bie 

r 

3al^t r f<j ttjn^tt, ba^ in bercrjleren |/j5<2, mberjiueU 
tat bdfleflen Y& > y wirb* Sid übcrbieö Mc erfle älcibc 

I 

nfitüeti^felnb |3ofltit)e ttnb negative ©lieber tjat, tüä^re üb bie 
©lieber ber jtüeiten Steige fämmtlit^ |?ojititJ finb, foT^nt man 

logÄ<rioge (]/z — t) unbIogÄ>r log e C\ — — \ 

^ VV 
$iemit jtnb jtüei ®rän|ea gegeben, welche man einanber 
beliebig na^e bringen fann, inbem man ben Opponenten r 
ber SBurjelgröße wac^fen läßt 

§. i04. 3um SBe^ufe ber Serej^nnng map fobanii 
log e befannt fein. ®s fei a bie S3ajt8 besjenigen ®l?jlem6; 
bem logÄ angehört, fo ^atman ^ = fl»ogc^ u^^ mennmai^ 
auf beiben ©eiten . blefer ©leic^ung bie 9leper*fc!?en ßoga^^ 

titljmen nimmt, 1 == log e . /a, worauß log ^ = y Ser^ 

ner gibt ber SfnabrudC bon hj im vorigen §., ttjenn mad 
larin y =*= a fefct, 

»oraue uu^i itie bort weiter fc^Iieft 
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®ie Saf)l lüg e fleOt, üermögc bcr obißen gormefn, 
beiiieniflpti ^atti>x bat, mit mli^fm man 5ie Sflcver'ft^eii 
Sogaritr^men martipricircn muß, um baxauQ Sogaritf^men 
eines (Sl;flem9 fflr bie 83ari8 a jii erhalten, man nennt 
5iefe3a^I tenänobnluö 6e8 te^tercn @t;{iema. gür baS 
©t^fiem ber «Reper'fdien ßtHiaritbmen ip bemnadj ber mo^ 
MiiB fllcidi ber ginljeit 5)ie 3^1)1 /a bageßen, ober baS 
Umgefe^rte bea SWobuIua, gibt benjenigen gactor an, mit 
ireld^cm bie 8ogarit6men einea ©i;flema fflr bie 93afia a 
multipricirt n^crbcn müjTen, um fie in Sleper'fc^e ßogaritf)- 
mcn ju Derrüaniefn. 

§• 105. 3n bm ©tjflem ber gen)öl;nad?eu ober »rifln 
i3ifdjeii ßegarit^meu ifl bie föapa a = 10. Siimmt man 
nun r = 2^% fo erljält man burdj 60mafige Sfuöjie^ung 
tcr duabrntirui^ei aa$ 10 

ViÖ = 1,00000 00000 00000 00199 71742 08125 50527 
— = 0,00000 00000 00000 00086 73617 37988 40454. 

ifülfllic^ 

±^l^,^ 86 73617 37988 40354 , ^ 

to ^ 199 71742 0S125 50527 ^a*^**' **ö1V 

Ullb 

/« = .— = 2,30258 50930. 
log e ' 

SRit ber erflcren biefer beiben 3at;Ien, bem SJlobuIua bea 
»riggift^en @^{lema , Taflj^u Die ^tptffditn ßogarift^men 
muItipUcirt n?erbeu, um fte in ffiriggifdje ju ücrroanbcln} 
mit ber (enteren bagcgen ftnb bie 93riggifd)en Sogarit^men 
ju multi}3[iciren, x\m in §Jlcper*fc^e übrrjtige^en. 

a>en Sriggift^n ßoflarit^mua t^n jeber anbtrcn SaffU 
]. S5. Don 3, erijölt man je^t burdj 60malige 9£uajie^ung 
i^rer Quabrattüurjcl nämlic^ 

8* 



K3"«= 1,00000 00000 00000 00095 28942 64074 58932^ 

J/3--1 95 28942 64074 58932 

■^S ^ — 2^5 "^ 199 71742 08125 50527 

Kio"-i 

= 0,47712 12547 19662. 
ajtaii faim Ocmerten, biip ftt^ vermöge btx ©ntmictcluug 
beS §.100, iubem mau baa Qiiabrat unb bie Ijötjercn ^o= 

tenjen t>L>n a? Dcnmc^Inffigt, fefecn IäptKl+^=*+^5 

mnn jieljt barauö jur ©rleidjterung ber Dorfle^enbm 9tecb= 
mtnoen ben (Sc^fiiß, bap bei ber Sfuöjief^ung ber Clua^ 
brnttüurjel aua einer 3nr)t, meCt^e ,üor bem Äomma bie 
©nfjeit, iiub hinter bem^omma nic^t mef^r al8 boj)j)eltfo 
Diele ©tcffeu enttjnit, als bem Äomma unmittelbar Stutten 
nat^fülgeu, ber ^ecimalbruc^ ber Sfßurjel geuau bie §alfte 
if t>ott bem 3>fimaI0ru(^ ber öeflefeeueu 3af)U ®a über- 
bieS unter gfeit^eu SBorauSfe^uugeu bie (Sntmidteluug beS 
§. 102 gibt log (1 -f 57) == s log e, fo erfeuut mau fcr- 
ner, ba^ bie iii Siebe flef;eubeu ©ecimalbriidie Jiroportioiuil 
^nb bm jugetjörigcn ßogaritfjmeU; uub mitt)iu biefc un- 
mittelbar felbfl geben» 

3. Gjcponenttalfunrtion (f. 

§. 106. 9ta6) btn §§• 22: unb 58 ^at mau ^ 
= {laYa', fofgfid) mirb üermöge, ber Sai;for'f<^en 9tei6e 

3Dte beüen ®ränjen, jttJift^en benen baSjenige ©liefe ent^al^ 
ttn ifl^ tüeld^ed ben 3le{} ber iu ben ^(ammeru {le(}enbfii 
mtH)t audbrflcft, futb 
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2.3.4... |A '2.3.4...fi 

S)ie 3lci[;c ijt conbergfut, wtldjt 9öertl|e man für a? iinb A 
annr^meu mao* S)enn tvenn man tie (Sntimtfedutg m^ 
ein @Iicb hjcitft füljrt, fo pnb Me «fnöbrütfc fflr bic beiben 
@ränjen bed SteflS Qltii) ben k?orI;frge(;enben mnltiplicirt 

mit ^.. 35armi6 ergibt fi^ aber* nnmittel&ar, ba^ btx 

9le{} immer näber btm S8ert[;e 9lnII fommt; menn man \i 
üljne 9fuf[}ören jiinetjmen läjt. 

§. 107. !J)iinbirt man bnrc^ a', nnb fdjreibt fobann 
sc an bie ©teile t?on k, fo ivirb bie üorifle ©ntiüirfelunfl jn 

@e^t man x = 1, fo ^at man 

S)iefe 9tei[;e gibt bie Safia « als Snnction ton /a, bem 
Umgef ehrten beö 3RobuIn6, fo wie bie JReifje beö §. 104 
ben äükrt^ t^on la a[S SnncHon Den ber S3aftd a barflelTt. 
Wür a s=^ e t>em}anbe(t bie 9tei^e ftc^ in 

welche Steige gleicfjfaHö bejlänbig conüergirt, Sc^t man 
l)ierin ar= 1, fo finbet man, icie eö fein mnß, ben Sfnö* 
trutf fflr bie 3at;I e, meld)er im §. 16 gegeben toorben ift. 

4. Srtgonometrifc^e Suncttoneit siaj; imt cos^. 

§. loa 9nan r;at nat^ §. 59 
-^r~ = 6'n Qo; + !^ J, uub c-;^;^ = cos [^ + !^ ^. 
8oIg(i(f| tt?irb nad^ ber Sa^for'fc^en 9lei[;e 
sin (a? -f- A) = sin x + cosj;.A — — ^r— A^ — jr-^ A^ -f- 



na XI. «iw«w. 



^^ 2.3.4 '^ + ^ 2.3.4...,i '*^' 



8in 
sind? 



«OS (ir + Ä) = cos 47 — sin iP . A — — ^— Ä» -f* ö^ö '• + 



2 ' 2.3 

cos 



^2.3*4 ^ 2.3. 4... fi 



^a bcr SBcrtf; fccö @imi9 ober Eojimid cine8 bclit^ 
Blgcii 85öoen8 ffeta jmifAen t- 1 unt) + 1 cntfjalten ijt, ! 
fü ließen ()ie ©lieber, ireld^e bie giefle blefcr beiben üteificu 

tarflcffen, jlets jtrift^en beii ©riiiijen — o -^ a ^^"'^ 

~2.3.4...|i* 

3)ie Sleifjen jitib beflfinbig contergetit, trtlc^f 8Btrtt>f 
aud^ ar unb A annehmen mögen. Demi fütrt man bie 
gntttJidfelung ein ©lieb lüeiter, fo fmb bie ©ränsen, jiri:: 
fc^en benen ber 9lejl enttjnltcn ip, Qlnd) ben üorf;ergeficn= 

bcn muItiiJlicirt mit bem 83ru(^e -tt^ weldjcjc SSruc^ vljnt 

Sfuf^ören abnimmt, njäfjrenb [i unbegranjt jnnlmmt. 

§. 109. SJlan fann a? = fefeen, iini fobann x an 
bie ©teile t)on h [(^reiben, woburc^ man erl^ält 

"«^ = ^~S + m--2ro:6:7+^^- 
"«*^ = i-y+ 2^4 -2:3^5:6 +«• 

8iir jebe biefer Weißen, tr^tläjt jletS cdnüergiren, I;at man 
immer jmei ©ränjen, jttJife^eii bmm iljr ffiiert^ eittl;altcn 
ift, inenn man abmc^felnb bei einem pofitiuen unb einem 
negotiDcn ©liebe abbriii^t. Seibe äleitjen l)at 9tetuton ge- 
geben. 

9)lan barf übrigens beim ©ebraudje biefer Sormcin 
«id^t auf er 9f (!^t laffen, baf nnter bem ©ndjflaben a?, melier 



eilten S)ogeu bejeic^uet, immer biejehige abjtrncte 3«^^! ^^ 
flaiiben merben m\\^, bnxii wtld)t bit Sänge biefed Sogriid 
in einer itreisperip^erie , bereu ^nlbmeffer bie @tn^fit ijJ, 
gemeffcn lüirb. ®o oft bie @t&^t w wwitx fcen 3ricl)^lt «Inj 
cos, lang 2c. oorfcmmt; Imw man jie na(^ ©efaReu biucd 
(Srabe, SlJlinntcn unb ©ecnnben auSgebrttdft anfeOen} wo 
fie aber üou biefen Beteten frei if}^ ba mii^ man ihx bie 
angegebene n)a[)re 93ebeutnng unterlegen, t^ä^rt man fort, 
fie burd) @rabe auöjubrüefrti, bereit !80 auf ben ^afbfreie 
ge[)rn^ fo [;dt man bit ^fujal;! ber @rabe mit bem SSruc^ 

j|y ju tHUltiJjIiciripn. ®ftt SJUnüttu Dctmaubelt fldj bkfe» 

wo bie 3at)I 206 264, 8 bie 9fujal;I Don ®ecunben bejeid^* 
net, meiere ein S3ogen ent[;ä(t, ber an SAnge bem ^alb:? 
mfjfcr flleic^ ifl. 

§. 110. Um noc^ bie ?functlon y = arclanga? na(^ 
ber Sa^IoffJ^en Sleitje ju entmitfeln, \)(A mm aua §. 35 

-/- = = cos «^ 

J)arau8 folgt bitrd? tt)iebcrt)ofte 3)ifferfnttattou, itibem man 
anf ber reti^ten ®eite immer y alö gnnction t»on x anfiet)t, 

— ^ = — 2 cosy sin t/.-p- = — 2 cos y. sin y. cos y' 
= — sin 2y.cos y', 

-J, = — 2 (cos 2y . cos y* — sin 2y . cos y . sin y) -£ 
= — 2 cos 3y . cos y', 

-^ = 2.3 (sin 3y . cos y* + ^^^ 3y . cos y * . sin y) -^ 
= 2.3 sin 4y.cos y*, 



'■ 



IM XL fttfri^HiM« ttetflMMM§ btt cteft^^m f^mctioiicii. 

-^- = 2.3.4 (cos 4y . cos y* — sin 4y . cos y' . sin y)-^ 

?a 2.3.4 cos 5y,co8y'; 

unb fo. fort, mm erhält alfo 

^» 
arc lang (4? + A) = y -|- cos y . cos y . ä — sin 2y . cos y ' .-r 

AS ^ 

— cos 3y . cos y* . -s- 4* *^" 4y • c<>* y** X 

4" ^* 5y .cos y* • -5- — H. 

Diefe ©Wd^uttfl liefert ben ©ogen, beffen Tangente = 
4? + A ift/ audgebrücft buril^ ben Sogen, beffen Sangentc 

@efrt man x = unb bamit jugleid^ ^ ==* 0, tinb 
fc^reibt d? an bie @telle Don h, fo fommt 

J?S ^5 j;7 

arctang ai = a?— -.-)-^ — y -[-2c. 

Diefe Steige ^at ßeibni} gegeben. ®e|t man in i^r x = l, 
fo erhält man bie bemerfenamert^e @(ei^ung 



*> jSuc loirNi^rn SScrc^iuing btr d^l^l st roiit>erg<rt btefe Stettc itii^t 
ff^neS genug. Seffrc gelangt man ^ tiefem 3ic(e hüxdf tie leicht 
na(^iumetfenbe 8te(atton 

X =» arc taug— + arc lang — + arc lang -^, 

bur(^ teren ffilfe neuerlich £afe bie dtt^l n auf jioet^unbrrt 3)e 
fimalfleaen beregnet ^at <m. f. GreQe*« Sountal ffir ^at^tmaixl, 
27. SBanb) 
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XII. ee|te|ttitgei} ittitei; bett tlrt^oneittiatftiiictiotictt tmh 
btn triQottometvifitrti ffnntHontn. 



§. ^IIL yiaä) aJlaßflrtbc btx 9e)ei(|futttgen, mlä)t in 
5er Sfritt)mctif im ®tbxa\ii}t fxnb, bxüdt man befaimtlid^ 

bxixi) K— l eine ®röf e aM, hjelt^c mit fic^ ferfefl multijrfi? 
cirt — 1 hervorbringt. Dbglcid^ biefe ©rD^e im txQmU 
Ii(^en@inne beSSBorta nidjt erifiirt*) unb baber ber Sfnös: 

trnidf K— 1 [o wie alle üon iljm abf^ängigen f!hinrtionen 
mit ber SSenennung imaginär belegt werben, fo fann 
man biefcfben bcnnod) allen anal^tifc^en Operationen nn^ 

ttrtoerfen, inbem man V — 1 wie eine Spnjlante anjlefjt. 

SJlan weif, ba^ bie oerfd^iebenen ^potenjen oon K— 1 ftnb 

(K^nr)»=- 1 
iV-iy = + i 

Semer }iel^t man ans einer ©(eic^ung wie 

wo ii; F, P, Q reette ®rößen bebenten ^ jiets ben ©c^fnf 

^ = p unb Ä = (?. 
8oIgIi(^ wenn man I;at 

A + S y^^= P, ober Ä + B K^^^= (? K^ 



!S)a$ unb wie imaginäre ©röfen bennoc^ äu\ beut ©ebiete brt 
©eometrie al« ejiflirenb not^flfwiefen werben fbnnen, ^ot ®auf ge« 
Scigt. Die weiter unten üorfomraenben geometrifc^ien SBerflnnHi^ungen 
entl^alten hierauf fc^on eine ^mbrutiing. 



m XII, 4ttf4«üi. 

fo fc^Iif^t mm bami\b mt ^lotlymtnb'iQttit 
§. 112. 35ie imaginäre (Sröße 

fnim immer auf Me ?fom 

Q (cos (p + V—i ' sin <p) 
gebrai^t werten, wo Q4ini(p jwei reeffe Stößen &ejei(i^ncn, 
teeld^e man au9 ben ©fcie^ungen 

^ cos (f = Ä, Q sin (p= Ä 
(eflimmeu fann, nämEic^ 

Q = V^a^-f"^^; cos cp = — , sin (p =5 — . 

iDie®ri)|eQ, tüel^e man übehingefomme« ijl pet^ |3ofitiü 
ju nefjmen, I)ciptber aJlobnlua bea imaginären 9fn9brurfs 

ö + ^ V— 1) bagegcn cp tebeutet einen SBinfel, bej[en 
ßofnniö nnb (Sinua burc^ bie angegebenen Sfnabrürfe feft= 
gepellt werben. 

§. 113! SBenn man in bie (gntwicfefnng bcrSunction 
e*, §. 107, nämlii^ 

^-=1+0:+-+ — +^^+^-3-j^+2C. 

patt a? an bie @teae fefet a? K^Ti^ fo er^&lt m4n 

^ ^ * 2 2,3 '2.3.4^ 

"^'2.3.4.5 ■"■^'^' 

SSetgfeii^t man aber biefc gleite mit ben gntwitfelungcii 
Don cosip nnb sina:, §^ 109, fo wirb man pnben, baf 

Pe einerlei ip mit cos o? + K^ . sin x. SJlan [;at alfo 

e" ^^--^ = cos a? -j- ]/ — 1 . sin x, 

gßenu man baa SSorjcit^en üon x änbert, fo wirb 
ß- ^ - 1 =c cos X — K"^ 1 . sin a?. 



2)icfc ©Ici^utiflen, trelc^t in fcer SWatt^ematif im\ großtv 
SBidjtigfeit jinb, rft^rcn ton ßiiler Xjtx. 
3)lan erhält ouS i^nen unmitttlbor 

cos a? == ^r — 



sin X 



^xM-x __g-*lCT 



2 /ini 

§. 114. X)ie üor^erflckubcn ?5ormeIu enthalten ntle 
fcic 3lcfultatc in fic^; mcldje mau fonfl flciroljnt i|l ^w^ btt 
unmittelDaren 93etrac^tu«fl bcr SBinfcl ^erjiileiten. Xcnn 
wenn mnn bic bcibcn ©Icid^unflcn 

^j./- t = cos X -\-Y — 1 . sin X 
^^f ZT -. cos y -j- K — 1. sin y 
mit einmibcr multiplicirt, fo finbet man 
^(*+if)^- * = cos X cos y — sin d? sin y 

-f- V— 1 . (sin j? cos y + cos a? sin y). 
?fbcr Don nnbenr ©eite ifJ 

^(*+ir) /ZT = cos (a? + y) + K^^. sin (ar + y) j 
unb au8 btr ®feid)ung bciber 9fndbvürfe folgt, oermöge 
§. 111 

cos (a?+y) == cos^p cosy — «ino? siny 
sin. (ar-f-y) = *^"* cosy -{- cos x siny^ 
meiere Beiben ®lei(^iingen, wie befannt, bie ©rnnblnge für 
alle trigonometrifti^en SÄelationen au§mrt(^en. 

§. 115. aSermitttelfl ber gegebenen imaginSren Sfu8s= 
bri'irfe füt cosa? nnb sina? fcinn man aud^ ffir aUe üBtigen 
trigonometrifdjen »nnetionen ät^nüd^e Wnöbtürfe bilbert. 
©0 ^at man j. 93. 

StAiF 1 ' ß»VZT ^ ß-»/^ 

^ rosa: j/'Zri ^y— I -|- g-.«V — j 

ober 



124 Xli. «If^tt. 

lang X == ^ ,^ . 

ffllaii jieljt fluö biefer ©leicljunfl 

t,yirr 1 + l^— 1 . lang X 

w ^^^^^ - - — - — — 



unb foIoHc^ 



^ - - 

1 - V — 1 . lang 



2|A:ri 1 — y^^Aän^x 

ßnttüitfelt nmii biefen ßogörit^muS iiac^ ber gormel, lücldje 
fit^ am ©c^Iuffe bea §. 102 finbet, fo t>it man 

j; = tang^ 7. langa:' -|- ^ lang j;^ — - lang jr' -f- jc. 

35ic8 ip tüiebcr bie im §. 110 ßeflcbcne Slri^c Donßcibiiiv 
§. 116. X)ic gntwitfcrunfleu 

4 1 I ^ I ^' I ^ I 

gtiteu auc^ bann nod), menn man bem 93ogen ar einen frr^ 

Ueftiflen imaginären SQert^ a?~j«4-nK— 1 Mltit 

!Denn man fann jeigen, baj^ bie@ubpitution tonm-|-«K^ 
f&T 0? in ber erfien 9tei[)e, nnb bie SDInItiplicatioti ber beibeit 
Steigen > icelt^e bie Ißkrt^e ocn ^ uub e"^-^ barfleflen, 
einerlei Stefnltat geben« @benfo fann man bemerfen, b4 

sin (m-{-nV — l)==siniii cos(«K-~ l)-f-co»«»sin(fiK— 1)/ 
unb rvenu man nun bie (SnttuidFelungen Don sia m mi 

cos (nV — l) bilbet unb mit einanber multiplirirt, un^ 
bagu ba8 ^robuct and ben SnttvidFelnugen Dou cos m mit) 

sin (nK— 1) abbirt, fo tvixb man ba^ nämliche JRefultflt 
erhalten, aU tctmx man unmittelbar in ber Sfteilje, mW 



Smufliiiff 0f§fe|tt«gni. ISS 

ttn aScrt^ tjoii sin a? bar^Kt, a? = m -f- «K^^ fffct 
3n öfflt^cr SBctfc t^at nirtu 

cos(ffi-j-«l^— l) = cosiiicos(nl/ — 1)— sinjn8in(fiK— ^1), 
niib man erfeiiiit, fcrtp baö ^robnct ber ©ntttirfelungfn ücii 

cüsm unb cos («K — 1), rerminbert um bnS^robuctber 

gutimtfelungcu üon sinm unb sin (wK — 1), baefelbe 9le« 

fiiltat nibt mie bic ©ubjHtution Don m -f- nV — i für ^ 
in ber Steige, weitet bcn SBertI} ücn cos j? barfleHt. 

Sfiiö bicfer ffieincrfung fofflt; b<if bic ®Icid;unflm ber 
§§. 113 nub 114, wtid)e bie 35e}i([}ungen mitrr ben @r))o^ 
iifiitinlfunctionen nnb btw tridonometrifd^en Functionen aud- 
Mitw, an6) \\v6) in benjenigeu SäQeu ©eltung [;aben, n^o 

manber SSeränberlic^enarben imaginÄren SEBertf; m+f?K— 1 
fcfilfflt, 

^o'mt'i^t SBinomtalforniff. ^ufl&funa tri bmomift^rn ©(ci^imgcn. 

§. 117. man f)at aus §. 1 13 bie ©reic^ung 
^|CT s3 cos rr -f- V — 1 . sin a?, 

in metc^er x eine beliebige 3n^I bebeutet, unb bie SBurget? 

iirö^e V^^ wcii) ©efatteu mit bem 3eii^en + ober bem 
3ei^en — genommen toerbeu tann. @d)reibt man mc 
flatt Xf n70 m eine beliebige, ieboc^ reelle (Souflnnte bejeii^net, 
fo fommt 

em*V-i =ss cosmx -{- Y — 1 . sin «u?. 
Sßei^n man aber bie Dorige ©leid^ung jnr ^oten} m er^cit, 
fo erhalt man 

€f^^^ = (cos X + K— 1 . sin x)^. 
Daraus folgt burc^ ©leic^fefeuug 

(cos X + Y — 1 .sin xy* = cos mx -[- V — 1 . sin mx, 
mel^e toicfetige (Sreidjuug oou ajloiüre ^errüfjrt uiib itw 
%\\m\\ ber SJloiore'fc^eai 83inomiaIformeI fü^rt. 



12« xiK mb^nm, 

Xer flcgebene Setoeis gilt für je&eu Witxti) bed @rpo^ 
«cntcn m. 9Jlan fann jebot^ für fccii gaff, wo m cüic po= 
jttit?t Qan^t 3arjl ift, t)en Söeroeiö anf^aiilic^cr fü()rcn, ireiui 

man bic fuceeffitjcn ^otenjeu üou cos a? + K— l.sin x 
tvirffid) eutiüitfelt. ®o crWft man 

(cosa?+ K— l . sin ar)» 

= cos a?' -j- 2k — 1 . cos x sin o? — sin x^ 
= cos24? + V^ — 1 . sin ixy 
(cosaj4*^ — l.sina?)» 

= (cos X -{- K — 1 . sin x) {cos ix 4- V^ — l . sin is) 
= Cos 3a? -f- V^ — 1. sin Sx^ 

tt. 
§. 118. Die ffltoitre'fdje ©inomialformet liefert mi= 
mittelbar fcen 2fu6fcrutf für bie SBnrjeln 5er ^leit^ungtn 

a?» — l = unb ar« 4" 1 = , 
mo n eine ganje 3aC;I bebeutet, @e|t man nfimlic^ 

X = q (cos (p -f- K — 1 . sin tf), 
voo Q pofitiü borauSgefefct wirb unb 9 irgenb einen SBinfel 
bejeld^net, fo mirb 

o:" Ä= Q* (cos rtcp -[- V^-^1 . «n ncp). 
2)urt^ @it6{iitution biefied 9BettI;eS üermanbelt fic^ bie 
SHeii^uiig iT" — i » in 

Q« (cos «<p -|- K— l . sin ncp) — 1 = 0, 
nnb biefer It^teni ©leitbiing foim na(i^§. 111 nur ©einige 
gef(^e§en, wenn man eiitjein T^at 

Q* cos «(p — 1=0 nnb sin fUffs^-O, 
folglid^ , wenn man mit * eine belieWge ganjc 3a^l 6f- 
jeid^net, 

(f «== — f 9= 1. 
a»an erpt alfo 

iP= cos — + V — l.sin — , 



ml6)tv 9fudbnt(f Afie reeSett iinb imaoiiuitett aBBiitjtfn btv 
©feitfiiiufl ic» — 1 = iu ftd} fnrtjalteii nuif . Scfct mau 
juerfi Ä = 0, fü r)at mau a? = 1 , imb bie8 ifl biejcnige 
reeQe Wiix^l, mli)t bit ©leit^ung not^itombig tiefem 
imi^tc. ©efct mau fenter k = \, k = 2, k = S, it. 
6ia i = fi — l , fi> fiubet mm « — 1 anberc werfdjiebeuc 
SBurjefii, totldjt fäinmtlic^ bcr flcgebeucii Ofeic^uug auflc^ 
^ören. (Sefet mau k = n, fo [;at mau lüieber bie reelle 
SBurjcI a? = 1. gür Ä ^ « + 1 pubct mau tüieber bie« 
fc(be SEBurjel; tctlä)t Dor^iu aus ber Sfuunbme * = 1 tjer* 
vorging 5 xinb fo fort. 9nfo liefert ber obige 9fu8brudt 
lüirfUd) bie n reeUeu ober Imagiuäteu SBurjelu ber ®Ieis 
(femig X» — 1 =0, xuxb uur biefej uub jwar eutfpredieu 
bitfelbeu btn n. erfteu 93ertt;eu für k oou bis n — 1. 3u 
bcm befoubereu gaCle, too n eiue gerabe 3ii^f ip/ gibt ber 

iiBgemeiue SfuSbrudf für Ä =~, x = — i, b. [;. bie jtreite 

reelle SBurjel, trelc^e ^ie gegebeue Ofeic^uug aldbami eut^^ 
(jalteu mu^. 

®ie aSurjelu ber ©feidjuug a?" — 1 == ober x»=^t; 
iüeld)e awd) SBJurjelu ber @iut;eit geuauut merbeu, 
eil pdj bcmuac^ auabrüdPm wie folgt 

X == COS — — |- V —1 . »m 



n n 

h K — 1 . Sin 

h r —1 .sui 

6jl . ly^ T^ . 63t 



X = COS 1- V^ — 1 . sin 

X =i= COS f- V —1 . SUI 



a? = COS ^ 4" V^ — l • sin 



it • . n 



o: = cos ^("-^^^ + V^^riTsin -*i5:=i>-« 



nS XII. fttfilliitt. 

§. 119; ®it&fHtuirt man ben ^ttdbtiul 

;y = Q (cos (p -f- V — 1 . sin (f) 
in Mf ©feit^iiuö a?« + 1 =« 0, fo erhält man ebtnfo 

Q" (cos iwp -(- K— 1 . sin iwp) -|- 1 = 0, 

unb biefcr ©[eic^img fann nur ©cnügc flelcifiet werben, 
wtim man einjeln ^at 

q^ cos n(p -f- 1 = nnb sin nip = 0, 

felfllic^, wenn loicbcr k eine beliebige ganje Scif)l bejeic^nct, 

if = ^ ,9 = 1- 



3)emnac^ wirb ber STuSbrucf 

a? = cos - — ' — ' f- y — 1 . si 



2*+ l):t 
Sin -1 — ! — i. — 

n n 



alle SBurjelu ber ®Ieid)ung a:« 4- 1 = in [\d) enttjnften 
miiffen, 5Dlan finbet biefe Söurjeln, wenn man wie in bcm 
tjorr^erge^enbcn gallc nat!^ nnb nad> & == 0, * ^ 1, 
* = 2, 2t. bis Ä = « - 1 fefct. 3)enn biefe n SBerttc 
pnb fämmtlidj üon einanber t^erfd^iebenj wollte man aber 
k=:^n, k = n-\-\, 2t. fe^en , fo wiirben nur biefelbcn 
aSJcrt^c in berfefben Drbnung wieberfel^ren. SBenn n eine 
gerabeäa^t ip, fo finb alle 9önrjeln imaginftr, toenn aber 

n nngerabe ijl, fo liefert ber obige Wußbrudf für * = -j-, 

a? = — 1, b. 6. bie einjige reelle SEBurjef, welche bie ®IcU 
6)\u\Q aldbann befi^t. 

§. 120. 35iefe9lefultate werben augenfälliger, wenn man 
fw^ eine itrei6peript;erie > f!fig. 25., tjon bem (gnbpiuifte 
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t$ig. 25. einee !3>iirt^me{ftr9 a\x% in 2n gleiche Steife 
^ einget^eift betift. fTlebann tottbtn bie S^f^ 
Ijunfte 0, 2, 4, 6, 8, it. üon gerader Drb* 
nung bieienigen SSSgeu befümmen^ beren @o{l< 
nuS imb @inu8 in bem VudbrndFe für bie 
SBurjflii ber ©fei^nng x^.^-l = enthalten 
jlnbi bagegen »erben bie S^eilpnnfte i, 3, 5, 
^^ 7,9, K. t)on ungeraber Drbnung biejenigen 
SSögen fepjleffen, beren (Sojinnö nnb @tnnd in 
ivx ?fuebru(! für bie SBurjeln ber (SWt^ung ar«-f-l «0 
eingeben. 

§. 121. SJlan fann bemerfen, baf bie Derfc^tebenen 

fflinfel, meiere burdi bie beiben ?fu6brü(fe ?^unb^^±^ 

iargejteHt »erben, ijon folt^er 83ef(!^affen§eit jinb, ba^ einer* 
lei Eofmua unb entgegengefefcte @inua jleta jiüelen nnter 
iefen ©infein angehören. SJlan börf biefes f^on auö ber 




5)o|)peIjtnnigfeit beö SBorsei^enS t?on K— 1 ft^Iießen; ba 
jebe ©urjel ber ®UiijMQ oe^—i — eben fütool burdj 

xr= COS f- y — l .sin — 



aud^ burc^ 

^Jbt "1 / — 31 — • •Art 
a? = cos y — 1 . sm — 

AudgebrüA »erben fann. SSitbet man nun bad ^robuct 
aus ben beiben jufammenge^örigen Sactoren beS erflen 

®iabed 



( a? — cos K — 1 . «n — j (x — cos 

+ K=T:sin ^> 

fo erhält man ba^ reelle Slefultat 

a?* — 2x cos 1-1. 

9tat)iet, 2){f.« unb 3ttie9trale. I.IBanb. 9 



2^ 

9 
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lüifc i^iedri iflnben ^i) auf eine affgemeine ®riff bit Sartortn 
bed jtüMten ®crtbfS tatgefkUt, »di^r in 5em 9fu8brutfe 
a5^— 1 tttt^olteii jinb. SJtmmt man nämftii^ itt j[eticin?fu8' 
btttde 4er 9lei^e na6) für h alle gdnienS^Im pn, tüeldje 

^ nic^t ttbcrpeig^n, unb fefet icbcit ber baburc^ ertialtcnen 

4f 

5fuS*rtt(ff ^s» 0, fo erhält man «6eri fo tkU (Sfeic^iinflen 
rnn jtpeiteu Stabe ^ welche bie SöiHrjeln ber flegebeucn 
®Iei(^unfi liefern muffen. ®S ifl babei jeboc^ ju bemerfen, 
ta^ für kr=0^ mo ber in fftebe fle^enbe 9fnabrui luirb 
0?* — 2a; + l ober (o? — 1) (a? — 1), bennod^ ber gndor 
^ — 1 nur einmal gejä^ft ttxrbrn barf, menirman biege- 
flebene ©[eidjung au8 ber ajlultiplication ber tSactoren, wel^t 
i[;ren SButjefn entfprec^en, tüieber jufammenfefeen will, ©bcn^ 

[0 für k = |, tpenn n eine gerabe 3a^l i|t, roö ber vorige 

afuSbrwcf wirb a?> + 2^? + t ober (a? + 1) (a? + 1), M 
flleic^fattö ber Factor a? + 1 nur einmal 9erc(l;net werben. 

9fnf gleite SBSeifc fann man seiflen, H^ bie imagi- 
nären SBurjeln ber Ofeic^iutg Xn+ 1=0, paarweife mit 
einanber üerbunben, reelle Sfactorcn beS jweiten ©rabeö t^er- 
vorbringen, beren allgemeiner SfuSbrudC ifl 

a,^.-^ 2x cos J2Ü±^ ^ l^ 

unb ju ä^nlit^en 95emerfungen, wie üor^in, Sfniaf gibt. 
§. 122. ®ie gewonnenen ©rgebnlffe lajfen ^6) leitet 
auf (Sleit^ungen ßbertragen wie 

. a?" — a = unb ^*^ + a = 0, 
wo a eine Beliebige abfolute 3a\)l bejeiti^net 5 benn fefet man 

ir" = y / fo fommt man wieber Jurüd auf y« — 1 = 

n 

unb y« 4- 1 =0. mm erfennt hieran?, baß bie nte SBur^ 
jeC aus einer jebf n 3a§I e allgemein « SBert^e befifet, wel(^e 
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N 

5en ^robitcteh a\i^ btm ttumetifc^en SBert^e ton KflTmit 
ien » SButjcCn bn ©in^cit Qltxi) flnb 5 b. ^. nwii mu^, 
foklb man jid) au(^ auf 5a8 (Se&iet ber imaginären 9ßut^ 
jcin finlä^t^ unter bcr «ten ©urjcl awQ + « ^^^ ?fu8brurf 

t)crjlel;en 

etcnfo wirb bic ntc SBurjcI au6 — a bargejiefft burt^ ben 
Sfuöbrutf 

Selbe ?fu8brütfe liefern bie gefut^ten nSBert^e berSBurjel, 
wenn man fftr ft natf; unb nad) bic ganjen 3a^Ien 0, 1, 
2, 3, ... n — 1 fefet. SBiff man fu^ auf bie rceBm 



SBertlje üon K+^ befc^ränfcn, fo erhält man bereu nur 
einen, nämli(^+ K«, ttenn n ungerabe iflj bagegen jwei, 
uämli(!^ 4: Vc, totnn n gerabe ifl. 58erfaf;rt man efcrnfo 

n n _ 

mitK— ö, fo erhält man ben eiujigen reellen SBertt; — V^a, 
tcenn n ungerabe ijl5 bagegen ejrifHrt fein reeller SSBert^, 
trenn n gerabe ijl. 

§. 123. ^ie fo eben nafi^gcipiefene 9lo^enbigfeit; 

einen 9fu8bruct lüie V^a, tco a eine püfitiüe ober negative 
3a^l bebeutet, in völliger Sfffgemeinljeit flet8 toie bie iDar* 
jleüung üon n bon einanber Derfd^iebenen reellen ober imas 
flinären SBert^en ju betratftten, gibt fogleit^ noc^ STnlaf ju 
ein paar SSemerfungen, welcher jur allgemeinen Deutung 
ber SRoiüte'ft^en ©inomiafformrf 

(cos X + V — 1 . sin a?)*» = cos «w? + Y^ — 1 . sin ma; 
nötljig ftnb. (So lange nämli^ ber ©fponentm eine gaujc 
3a^t iff/ I;at jebe Seite ber ©lei^ung rtur einen eiujigen 

9* 
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SBertl)^ itub Mefe Uibm SEBert^e {tnb ibtnti^d), »cDon tnmi \\äi 

bntä) JBUbimg btr mten^ötcnj Don cos a? + r — 1 •sioj 
auf htm SBegc ber SJluItijjIication übetjeiigen faniu 9f6er 

tüenn ber ©rpoiicnt ein S5ru(^ ift t?on ber t?orm — , 

ober aUgemeiner oon ber f?orm - (ito p unb q nl8 refatitje 

^rimia^Ien üorauSgefefet werben), fo mu^ bie linfe ©eite, 
oermöfle beö SSor^ergeljenben , q oerfdjicbene 8EBert§e bot* 
Pellen. 2)iefe SBert^e werben nun antf) jum aSorft^ein 
fommen, wenn man auf ber rechten ©eite btn gactot 

cos ?^ +/=l.sin — einführt, weither bie q SButjcIn 

ber ©in^eit liefert, unb barin für * eine Cftei^efolge oon q 
ganjen 3cii)U\\ fefct. 9Jlan wirb alfo fc^reiben 

p 
(cos w + iTJZi^gjn j^y = 

Tcos- a? 4- K — l.sin- xjC cos f-V — 1, sin — \ 

ober, was baSfelbe ifl, 

(cos X + t^^:T.sin a;)^= cos ??±^ +/^. sin??±^*^, 

ober weiC man, ba p eine ganje 3a^I ifi^ flatt ft awä) pk 
ft^reiben fann, 

p 

(cos X + 1^ — 1 .sin xy = cos ^ (a? 4". 2*^) 

+ K-^8in^(a? + 2ftjt). 

2f [fo um bie q SBert^e ju erl^alten, weld^e bie reti^te ©eite 
ber ©lei^ung 

1 

(cos X -|- V — 1 . sin xf = cos - » + V — 1- sin - ^ 



liefern muf^ ^at man nur nbt^ig^ ben SGßmfeld; nac^ unb 
imt^ um bic Sictfaifeen 0, l., 2, S, . . . . q—i bcrÄreiö« 
Peripherie 2n june^men ju laffen. 

§. 124. 3Die üorfie^enben Slefultnte geben and) bie 
9fuflöfuug ber ©leii^ungen t)on ber Sorm 

ßptn ^ asff^ -[-6 = 0. 

Denn nimmt mou juerjl ben SBcrtfi üon x^ , fü tjat man 

uub wenn hierin bie SBurjelgröfe reell iff, fo bleibt nur 
noc^ bic ©leidjung aufjulöfen 



^ + l=F|/f-* = o, 



ä[}nlid) berjenigen be6 §. 122. 

SBeun aber bie genannte SBurjelgröpe imaginär if!, 
nlfo h poptiü nnb jugleic^ a* < 46, fo fann man in ber 

gegebenen (Sleid^ung 1/^ = cos q nnb -5;;^ — =y fefc«i/ 

Yh 
imb biefelbe mithin in bie eine ober bie anbere ber beiben 
fülgcnben ©lei^ungen nmiranbeln 

y«« — 2 cos jf , y« 4- 1 = 

y»» + 2 cos 5f . y + 1 = 0, 
je nadjbem if;r jireiteö ®fieb negatit) ober pojttiD war. 
ffietradjtet man junäc^fi ben erflen ??all nnb fubfHtuirt in 
He ®Ieid)ung 

y*» — 2 cos jf . y» -f" 1 = 
bcu Stuöbrutf 



y = Q (cos (p + V"— 1 . sin cp), 
mo Q ala pofitiü Dorauögefe^t lüivb, fo fommt 
Q*» (cos 2fi (p + ^ — 1 • sin 2n 9) — 2 q« cos jf ♦ (cos »cp 

+ r^=T.sinii(p) + l«0, 
meld)e (Steic^ung in bie beiben jerfäHt 
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Q** COS 2#i (f — 2 (j* cos g . cos « <p + 1 = 
Q*" sin 2n ff — 2 q» cos ^ .sin « 9 === 0. 
SBegen sin2fi(p = 2 sin ncp cos n «p gibt i)ie (e|te ©lei^ung 

Q«= ^ ; 

^ cos n (p -^ 

bie erfh ©Ici^ung aber f ann auf bic Sorm gebraut werben 

— =: 2 cos j . cos n (p — q" cos 2n(p, 

ober menn man hierin auf ber refi^ten @eite für q« feinen 
t)origen SEÖertf; fefct unb bie aSejie^unfl cos 2iwp=(cosfMp)2 
— (sin ii(p)2 berüdffic^Hflt 

1 cos g 

Q* cos it <f * 

Sofflfid^ ^at mau 

Q» = — jp, roorauö q = 1, 
unb fobann 

cos w(p = cos g, worattö <p = — "iT^/ 

wo Ä wie früher eine beliebifle Qawit 3a^I bebeutet. S)ic 
gefuc^ten SBurjelu werben alfo burt^ ben SfuSbrudf 

2kTC+g , -/" — T . 2fot+^ 
y = COS ==^ + K — 1 . Sin =^ 

bargejleCit worin mau für * alle ganjen3aMeu üou bis 
n — 1 }u fefeen r;at. S)ie reellen gactoren bca jtociteu 
©rabea, welche ber gegebenen ©feitfjung angel^öreu, werben 
bargefleHt burc^ 

SBe^anbelt man ebenfo ben jweiten ®att iubcm man 
in bie ©feid^ung 

y*" + 2 cos jf.y« +1=0 
ben SfuSbrutf fubfiituirt 

y = Q (cos (p 4- V— 1. sin (p), 



Smatmtt er)f(|raiig». 139 

fp nifält man glrif^faCS 9'='i, unb fo^aitii 

cos « Cp = — cos ff, wpniilö ip = ■ "*" '"^ . 
Sie äßiiTieln iGtrbcii alfo auBgebrndt buii^ 

j, _ „, J?!+i>!±i. +K^,i„ Ätiesfe. 

u!ib 6i( rteHeii gnctomi beS jictiteii fflrabte biircfj 
y» — 2y cos -i L-!_=». _j_ 1 . 

§. 125. Xiie 3«rlf0iiu(j btt itutigltebtrigeii ®tcii^»ii=> 
gtn in trtDe 9>ittorrn beg tiftcii iiiib jiotittn ©rabcS tnU 
fpridjt einfm bemerfmemecttjeii geoniftrifi^eti ©nf» totl^tt 
iiiii^ feinem tSrfiiiber tut SeCjrfntj Don ßotee flcnonnt 
toirb. 3n einm Ärnff, btffen ^olbmeffer bet ©iiitjtit gteitfi 
if), Sig. 26. uiib 27., fei auf einem S^un^meffet aii6 bein 
gfiittelpiinfte -< bie ©ttetfe AB = x abfletriifleii.'} Tirc 
%iQ. 26. 3ifl. 27. 




SJüötn Ol, DO» bieftm IlutiiinejTEr aiiB (jerecljnet, werbe 
mit tp tiejeidiiiet, unb bie ßänae AI mit y. 9n6bfinn ifV 

ofiEubiir 



y = V{cos<j> — a:^' + sir. <f ^ 
y' =: a;' — 2;c cos <p -|- 1, 



'3 3n »tn giflurm ip AB tlfintt oTä tti ^nlbmtjTtr onacnommtin 
itboi^ iji fcicA ni(fit noi^njtnbiB, fonbetn Ict $imti B tann ant^ 
au^ttiiiilt b(t XteJfrB fallen. 
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SJlaii btnlt ftc^ mtti; pom ^imftt aus, tie ^et9|>ert)}^erie 
2jt in Hn gleiche Xfjnlt eüt^et^eUt, un5 t)ie £ängen 1^0, 
j^l, Ä2, B3, lt. refp. tejeid^uct mit y©/ »i/ y»/ »s^ • • • 
ym-t. Segt man afebantt bem S3ogen 9, in tem Dorigen 

Sfu8bnidfe für y» , na^ unb nac^ bie SBert^e — , ^, -, 
^ ^"^ ^^ 6ei, fo crljält man 



• • • • 



n n 



y©' = ^* — 2aj cos -^ + 1 

« « = a?a ^ 2i? cos 1- 1 

y^^ z=x^ — 2d? cos (- 1 

y,»=a?^ - 2af cos^ + 1 



yS.^, = a?» - 2ar cos J??=?>^ _[. 1 
yi,,^, = 0?^ - 2^ cos i??^^ + 1. 

9lun le^rt ber 9fugenfd^ein; ba^, wenn man I;icr bie y ' uon 
fleraber Drbnuufl ober bie y* oon ungeraber Drbnung ^er- 
au8[)e6t, man bie gactoreu beö jwciten Orabeö bon ben 
Functionen a?» — 1 unb a^ + 1 erhalten wirb, beren affge- 
meine 9fu8brütfe im §. 121 gegeben flnb.. Serner jtel^t man, 
ba^ bie S^^eilpunfte, welche gleich weit Don ben ©nbpunften 
beS Durc^mejferS AB entfernt pnb, ibentifc^e SBert^e oon y 
geben, fo ba^ man immer [;at y»-! = yi^-i, y«-« = 
y»4-«, n. ^nblxä) f)at man ju Oeat^ten, ba^ in Solge beffen, 
was in bem angeführten §. gefagt worben ijl, biejenigen 
einfachen Sactoren nur einmaf ge jäljlt werben bürfeu, welAc 
in ben gaftoren beS jweiten (SrabeS enthalten jtnb, bie btn 
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Subpunften bes S^itr^mefTerS eiitfpteii^fn. t^olglic^ f)at man 

^— 1 = ya.yi.y4.y« yj«-^« 

^ + 1 = yi »s -y» -V' y«»-« / 

in »eichen beiben ®(ei(^ungen btx Se^rfa^ t)on Soted ent« 
halten ifl. 

SBettn bic gonjhnction in einem ^eife Doroenommen 
teäre, beffen §albmeffer = q ifi, fö würbe man, o^ne bie 
Ser^ältnijfe unter ben ßinien ber Sigur ju fiören, auf ben 
Dorigen f^aH jurttdFfommen; totnn man ben $a(6me{fer q 

auf bie @in^eit;. luib x auf- rebudren lOoOte. Xiemnac^ 

^at man gleichfalls 

a^ — Q" == yo .ya.yi . y« y««-« 

^ + Q" = yi-y5y5-y7 ym-i, 

^^«^ yo/ yi, y«/ «. je^t bie gangen berßinien IW, M,F2,w. 
in einem Greife t>om ^albmeffer q bebenten. 

§. 126. eine ä^nlit^e gonfhuction Mpt p(^ angeben, 
um bie ©feid^nngen beS §. 124 

x^— 2 cos^.ir*4-l==0 unb a?**+2co8jf.a?»4-l="0 
in i^re gactoren ju jerlegen. Sermöge ber bafelbjl ange^ 
gtbenen Sfuöbrütfe für bie reeKen gartoren 5eS jWeiten 
®rafce8, wel^e biefen ®Iei(^ungen angeljören, erfennt man 
lei^t, ba^ bie Quabrate ber Sinien BO, Bi, B2, k. biefe 
Moren barfleOeU; üoraudgefe^t; baß man bie @int^ei(ung 
ber Äreieperipberie in 2n gleiche SEIjeile nic^t üon bem ©nb* 
fünfte Cbe6 3)urd^meffer9 beginne, auf meinem bie@trecfe 
AB = X abgetragen tüorben ift, fonbern mie in Wg. 28 

gig. 28. Don bem fünfte 0, na^bem man ton 

C ana ben Sogen CO = - abgetragen 

.^at. 9lennt man mieber yo, yi, yi, ys, k. 
^ bie gangen ^0, Bl, B2, Bi, 2C., fo er:= 
^ I}ält man 
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0?*" — 2cos jf.a:«+ l =yo^3fj*.y4^ya* 3fS«~i 

j?»» -|- 2 cos jf . ar« -f 1 =yi*.^3'.y5*.y^^ ySn-i- 

3)icfer lefete @a^, beu SOloiDrc gcflcficn ^at, enttjnlt 
übtigenö ben t?oriflen nU einen befonberen gatt in fid) j 
benn man Ijat nur g = ju fefcen, um ben Se^rfafe tjon 
ßotes »ieber [jeruotflel^en ju laffen, 

S^magtnäre gunrtionen. SlUgemn'ne ^udbrücfe ter Logarithmen unb ber 

®inud unb €ojinu9. 

§. 127. S)ie ßigenfc^aften bet imaginären SfuSbrütfc 
grünben ftc^ allein auf bie in ben §§. 111 unb 112 bar* 
gelegten 93egriffe, fo wie auf bte Sbentität bcr 9fu8brü& 
exV~T jjj|5 coss^y^^.sinx, §. 113, totlä^t unmitteU 
6ar JU ber 83inomialformcI üon Süloiüre, §4 117, füfirt. 
SJott btn »eiteren Solgerungen follen tjier mir noc^ bie 
einfa(!^fien jur ®pxai)t gebracj^t »erben* 

S)ie ©nmbeigenfi^aften ber einfachen Functionen a^, 

log X, fl*, sin X unb cos x, bleiben nocfe beflt^cn, trenn 

man ber Skränfierlic^en x einen imaftinären SBert^ beilegt 

,2)ie Statur ber Function x«' beftetjt barin , ba^ man 

immer Ijat x*^ x^ = a7«-H». (Sefet man nun 

x=^s (eost -f- y — l.sin/), 

fo mirb 



x*»=8»{cos /-[- V^-i . sin r)'«=««(cosmr4-V^-^l . si««»0 
ajn z= gn (^cos t -{- y — l,sinf)»=««(cos nf + V— l.sinnf), 

unb mitr)in 

a;« a:« ==«"»+« (cos (m-f-n) t-{-y — 1 . sin (w-f-w) = a;"»+«. 

§. 128* 3n gifidjer SBeifc muß bie gunctiona' flctä 
geben «* ay = a^-hy. UeberbicS fann man immer patt a* 
bie Sunction e^ betrachten 5 benn fcfet man a* = e^ unb 
nimmt auf beibcn ©eiten biefer ©lei^ung bie 5Jtepcr'fd)en 
8ogaritI;men^ fo fommt x la=v, unb man Ijat alfo nur 



iiötfjig X mit la ju murtiplicircii, itenn man o» in 0» um« 
mnbtln voxU. ®e|t man aber a; = m + w V--1, uub 

e9=.e^'^^~i = ßP . ^>^=^i == e' (cos 9 -f K^^. sin j), 

0^1^= ^n^p (cos («4-?) + V— 1. Siö («+?) ) = ^*+^ 

9nan mu^ beac^ten^ bap in ber Ummanblung Don a' 
in ^; inbem man x mit /a mu(ti|7licirt; bie Boraudfeftung 
enthalten liegt, baJ^ btt Sogarit^mue la angegeben roerben 
ßnne, b. \}. baj^ a eine teeEe nnb pofttiüe 3ab( fei. X)ie 
in 9lebe jlel^enbe ©igenfd^aft ber Function o* befielt nidjt 
mt^r o^nc ©inft^ränfung , wenn man ber 3aljl a auc^ 
negative ober imaginäre SEßert^e beilegen miff. 

§; 129. !Die 5latur ber Äcgarit^men befielt in ber 
S5ejiel)nng log ay = log o? + log y. I)iefe ©leid^nng pnbet 
in gleicher äBeife flatt, manmagbenSSeränberlic^en j;unby 
beliebige reette nnb imaginäre SBert^e beilegen, wenn mir 
immer bie ©afiö a be8 logarit^if^en ©tjflemö eine reeHe 
nnb pofttiüe 3af)l '\% gemä^ bem, wa8 im §. 64 gefagt 
iDnrbc. Um biefeö na(i^juweifen, f ann man tr jlatt log x it^ 
trachten, ba e8 nac^ §. 104 ^inreic^t, bie gnnction log x 
mit la ju muftipliciren, um jle in Ix ju tjcrwanbefn. ©e^t 

man nun x = s (cos t -f- V — 1 . s^n t), y = u (cos v -(- 

K^.sinr), unb beachtet man, ba^ naä) §. 113., ^^^ 

= cos f 4" V —1 . sin f, woraus ^ V— 1 = / (cos ^ 

-}- V^^ . sin r), unb ba^ ebenfo 1? K— 1 = /(cos t? 

4- K^ . sin v), fo ^at man 
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tüoraud 

§. 130. artulttplirirt man bic öeiben Seiten fcer 

ti^iing e*^-t = cosa? + K— l.sin'o? mit einer beliebiijen 
reellen unb pofttiüen 3af)l h, unb ge^t fobann ju 5cn 
?leper'f(^en ßögarit^men ü6er, fo erl^äft man 

ft+irK^=/[Ä (cos x+V^^. sin j:) ]. 

?f6er naci^ §. 112 fann jebe imaginäre 3^^!/ wie m-^nV^, 

auf bie Sorm h (cos a? + 1/"~1 , sin a:) gebracht werben ; 
folgli^ liefert bie t)orfle^enbe ®Iei(^ung ben rtttgemeinen 
?ruabrncf für ben Steper'ft^en gogarit^mue einer imaginären 
3a^L S)iefer ßogarit^muö ifl gfeic^ bem Sftcper'fc^en 8oga^ 

ritfjmnö be9 3}lobuIua h, ju welchem baa ®Iieb x V^ 

abbirt ifl. 

35er §fu8brn(I A (cos x + V—i . sin a?) rcbncirt ftc6 
auf eine reelle po|ttit>e 3af>f, tt?enn man ben SSogen a;=2ijt 
fc|t, roo ft eine ganje 3a§I Gebeutet 5 bagegen auf eine rccKe 
negatiüe 3aI;I, wenn man x=(2k-{'l)% fe^t. 2Jlan 6at 

alfo .refp. 

ZÄ + 2kn V^ 

ft + C?* + 1) ^ T^^^ 

als affgemeine 9fu8brütfe ber 9leper'f(^en ßögarit^men ber 
.pojttiüen 3aW A unb ber negatiüen 3a^I— A. 5)iefeSfu8- 
brütfe muffen jugelaffen merben, weil fie ben ©feic^nngen 
e^z=^x unb lx-\-ly=Lxy ©enüge leijlen, welche nnmit- 
telbar aua ber 3)efiiution ber logarit&mifc^en Function tjer^ 
Dorgcljcn, SJlan erfennt au8 beufefben, ba^ ber SogaritI)* 
.mu8 einer iebeti pofitiüen 3at>I nur einen eiujigen recHen 
SBertlj I;at, welcher bem93ertr;eÄ=0 angel^örtj berßoga^ 
rit6mu8 einer negatiüen 3at;l aber 6at nur imaginäre SBertf}e. 
§. 131. I)er Dorfle^enbe Sfuabrutf für ben ßogarit^muä 
einer 3a^I fann ttbrigenö axid) aM ber ©Icit^ung be8 §. 103 
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fo = r[/-l~i(z'-l)»+l(z'"^l)«-2C.] 

hergeleitet tüerten. SermOge Mefer ®UxijxmQ fann nämlit^, 
tüeim man r iinenMit^ gro^ iterben Ifi^t, btx ßcgarit^muö 
bon z ani) bargefieCit irerben bnxä) b\t ©ränje 

lim.r (zr — 1). 

SBitt man tri tiefen Sfuebrudf aber alle Sfügemein^eit ^ineinss 

legen, beren er fä^ig i|l, fo ^at man na^ §. 122, ä«- anju* 

r 

fe^en al8 ba^ ^robuct anS bem numerift^en SBcrt^e /«"mit 
bell r 5Burjetn ber ©in^eit. 9Wan ttJirb alfo flatt ber üo? 
rigen ®ränje fd^reiben 

lim . r I K z Tcos— + V^ . sin —J — 1 j 

ober 

lim .r r^^.cos 1 j + y — 1 Jim .V^z . r sin — . 

$ier tcixb, tomn man r unenbfic^ grof merben läpt, im 
' erjlen ©liebe lim. cos — = 1, unb im jweiten (Sliebe lim 

yT= 1 unb lim . r sin — = 2*Jt, Solglid) rebucirt jtc^ 
ber ?fu9bnnf für ben Sogarit^muö Don z auf 

lim . r (l^r— 1) 4- 2ÄJt /^=T, b. ^. Iz + 2ftjt V^. 

@ucf|t man ben ßogarit^muö einer negatiDen ^<x^ —z, 

fo rüirb man auf ä^nlic^e SBeife bie rten SBurjeln au8 —z, 

imt^ §. 122, baTjujleaen Ijaben burd; f'r('cosiH±l>il 

+ I^^^T. sin ^?i±l^\ unb fobann liefert biefelbe ©nt* 

lüictelung al8 affgemeinen Sfuöbrutf für btw ßogarit^mnö 
toott — z 

k + (2ft + 1) jc K^^. 
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§. 132. 9fu8 bm Sorfle^cnben leitet man' teilet bic 
beiden allgemeinen Wn8t>rürfe a6 

i (1) = 2Äat V^, l (—1) = (2Ä+1) % K=r 
gür * s=x nimmt ber etflere feinen cinjigcn reellen SBert^, 

1(1) =0, anj berjweite bagcgen Refert /(— l)=3iK^, 
woranS tc = j=, tüclt^en etgent^ umliefen Sfu65ru(f ter 

3iit)I st fd^on 3ot)ann ©ernontti gegeben ^at. Sfttgemeincr 
^at man übrigens 

31;=' — y=:unbit=: ^"^ ' 



©leic^nngen biefer 2frt jinb nnmittelbAre Solgerungen m 
ber ^ejiefjung, weld^e unter ben SntmidEeInngen ber giint' 
tionen e*, sino? nnb cosa? ftattfinbet, nnb lajjcn jit^ nat^ 
biefer ffiemerfnng otjne ®ct)tt)ierigfeit benten. 

§. 133. 9Jlan erfennt in gfeii^er SBeife, i>a^ bie tüc^ 
fentlidjen Sigenfc^aften ber trigonometrifd)en fjnnctioneii 
sina? unb cosa?, tt)eltf)e bnrc^ bie ®Iei(^nngen 

sin (x -{- y) z^ sin a? cos y + cos a? sin y 

cos (a? -|- y) == cosa? cos y — sin a? sin y 

anggtfprotJ^en tticrb^n, au^ in hzn göllen (Sültigfeit be^at 

ten, mo man bie SSeränberlid^en a?nnby imaginär annimmt 

nnb refp. bnrtf) bie 9fn8brüdEe m-\-n K^nnb j»-j- jf K^ 
erfefet 69 genügt in biefer ©ejiel^nng anf bie §§. 114 
nnb 116 jnrücf jn üern^eifen. 

§. 134. Söill man übrigens bie allgemeinen Sfu9^ 
brücfe für ben ©inuS unb ben (5ojlnu6 eines befiebige« 
reetten ober imaginären SSogenS trirflic^ entmitfefn, fo 
rwrb man bemerfen, ha^ 

cos (m+nK^) = cos m cos(»K^)— sin m sin {rV^) 
sin {m-\-fV^) =sin m cos(nK^)+cosmsin(ftK^J. 
?fber bie ©pponentialanjbrüdfe für oopa? unb sin o? im §. 113, 



sin (m+« K-l) =^i^^ sin »j ^-l/"--! . ^-^cosm. 



Ktlijt mi) §. 116 an&f nod^ fitr ben 8aB gelten, mo man 

fflr a: ben imaginären SBert^ n K— -1 fefct, geben 

cos («K^T) = 5==±^", «in («1/^4=) «-I-Lf". 

?f(fi) tcirb 

I 

cos (m 4- rt tA=r) = ?^*— cos fli - K=l . ^"j— ■•" "• 

2 " ' ' ' • "T 

§. 135. 3)a eine tü/itere 2fn§fü6rnng t»cr angeregten 
Snttcirfcfungen fiier ni^t angemeflfen erfi^eint, fo möge nnr 
i)ie ®emerfnnfl not^ 9lanm finben, ba^ alle anal^tifi^en 
Scjiefjungen, welche nnter reellen nnb imaginSren ©rö^en 
(tufgeflellt merbt n fönnen, nnr bann als jnIä|Tig anjnfe^en 
pn5, ttjtnn jtc auB ben 8nnbamental'®Iei(^nngen i^re SttdjU 
ftttigung unb3)entung erf^alten. SDiefc afinibamentaU®(eis= 
(jungen ftnb in bem anfange biefeö 9f6f^nlttd aufgefleW, 
unb berufen in ber 3bentität ber ©nttüitfelungen bcr ?fuö«= 

imit e^^^^ unb cos x + V— l.sia x in Steigen, melt^c 
tcPanbig conüergiren. 

Ueberbiee [;aben bie borigen gntttJitfelnngen gejeigt, 

fcüj We Sunctionen ber imaginSren ®röße m + *» ^^ 1 
|t^ jleta ale «fuebrötfe Don- ber gorm F+ö K^ bar^ 



Wen, mo P «nb Q reelle ©rößen 6ebeutcn. SWan fann 
t>flrau8 fdjliepen, ba^ baöfelbe bei Sunctioncn eintfeten mirb, 
njelc^c au0 jenen jufammengcfefet ftnb. ©benfo üertiält t% 
W mit ben umge!ef;rten Wnnctionen , ft3ic arc sin x unb 
arccosa?5 unb überhaupt fann man im allgemeinen ben @a^ 
einräumen, hc(% jebe ?function, n^eld^e (\x\% imaginären ©rö- 

|en gcbilbet ifl, trieber bie imaginäre gorm F^qV^^, 
»0 P unb reca fmb, anneljmen n^irb. 
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9>otenarn het 0tnu« unb €i»1tnit« mt$ Segen«, au^^tbxuit bw^ bit 
@tnu9 unb &){inud Ux hitl^a^tn SBdgm. 

§. 136. SOIan l)at mcljrere 9tei6en gegeben, mitfcercn 
$üffe bie ©inuS unb gojtnuS ber Dieffai^en aSögen buri^ 
^otenjen beS @inu8 unb beö (Softnuö bes einfachen So- 
gen8, unb umgefeljrt, miSgebrüdft werben fönnen. Son 
biefen Steigen, beren Verleitung jtd^ mieber nuf bie in fcen 
§§.111 2c. enttjaltenen Onnibbegriffe püfet, mögen I)ier 
ttO(^ bie folgenben aufgenommen werben, beren ®c6rau(^ 
in ber Sntegralreti^nung üon 9lufeen ip. a)iefelben be^ 
fc^ränfen fic^ auf ganje unb pofitiDe ^otenjen beö @inu8 
unb 6ofinu9. 

2Jlan fe^e 

cos a?'+ K— 1 . sin 0? == w, loorauS 2 cos ap=3«+r 
cos X — K— 1. sin a? = t?, K^. 2 sin a? =«-r. 

entoitfeft man nun nä* ber Slewton'ft^en »inomialfonnel 
bie mit ^otenj üon m+i?, öjo m eine pofitioe ganje3n^[ 
bejeitj^net, fo mirb 

(2cosa;)«=tim + w«i«--i|? + ?L^rl||«»-ipa^ ^p.^ 

ober inbem man beachtet, ba^ ««? = 1 ijl, 

S)a man ferner nad^ ber SRoiöre'fti^en Jöinomialformet ffetg 
]^at M?= cosma? +F-^1 /sirftiw?, fo fann man jlatt 
ber legten ®Iei(^ung auc^ fe^reiben 

(2 cos 0?)« = cos mx + m cos (w — 2) a? + "*^^'"^^ cos(ffl-4)a? 

-|-,...-|-cos«r 
+ K^^(sin nur + m sin (m - 2) a; + "^""^^ sin (m-4>r 

aSon biefen Deinen Steigen ent^äft bie erjle Ofieöer, weli^t 
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(aarmeife einander qUH) [xnb, mit ^uSna^me eines eittjigen 
in btm SFiitte, wo m Qtxabt ifl. X)ie jiteite bngeflen befielt 
au8 ®Iie^er^, meldte fid^ immer flegenfeitig aufgeben. SOtan 
\jat alfo: 

1) Söenn 5er ©jrponeut m gerate ifl 
(2cosir)"=2l cosmx-{-mcos[m — 2)a?-| ^^ cos (m — 4) j? 

-+ J.3....(J-i) ""'f ».3.4 J ■ 

2) Söenn ber ©rponent m ungerabc ifl 

(2cosa?)'"=2l cosmi;~]-mcQs[m — 2)a?4- ■ ^"" cos(ffi'-4;J? * 



m(m— 4) ^-^ 



■COSiF 



2 

§. 137. eine äl^nlic^c gntwitferung liefert bcnSfuö^ 
trutf fiir bie ^otenjen beS ®inn8. S3ilbet rann nämlid) 
tsic mte ^otenj üon w— i? fürten Satt, mo m eine pofitioe 

fliinje 3aI;I ifl, fo crt;ält man 

(f=:T.2sina;)"=M'»~m«i~-'f>+^?^^ +v'", 

ober tDtil M» = 1 i)!, 

(f^.2sina;)'»=«"— mu— *4.^'=^tt"-*_ +«?" 

iro Don + baS obere ober baQ nntere 3ei^en gilt, je nad;:= 
^cra m gerabe ober ungerabe ifl. ©e^t man fobann für 

tt" ben SfnSbruä cos mx -\- V^—l . sin mx^ fo fommt 
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(|A— 1 .2sina7)"'=cosiifcr— mcosim-2)x-]- ^ ^^ cos[m-i]x 

sinmx— msin(m— 2)j?-| — ^ ^ ■ sin (m— 4)a? 

— .M.^sinmorl 

1) Söenn fcer gjrponent m gcrabc ip, fo trirb bie 
jttcitc Jfteiljc jü Sluff, un5 man Ijat 

*• I m/m i ^ 

(- lp(2siiia:)"=2 1 cosma;-»ico8(m-2)a;H — >-^- cos(m-4)» 

m{m-i)....(^-i-2) r m(«-l)(m-2)....(*+l) 

"^ 2.3.... (f-l) [^ 2.3.4 1 

2) SCBenn ber ©jrponcnt m mißerabc ifl, fo wirb bit 
crfte Steige ju Sluff unb man ^at 

(-1) » (2sina:)*=2| siiMfu;-msin(m-2)a;H — ^——Lsm[m-i]x 

m{»«— l)....^i^ I 

...± mt=T-«««^|- 

2-3 -2- J 
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XIII. 9tt<bfl^nttng be^ %at)lof^ä^tn ftt^tia^iB auf SFnncHotiett 

tion mt'fyttttn fBcränberlid^eti« 



§. 138. ga fei bxt gunrtion torgelegt 

in toel^er ^runbyjivei unabhängige SSeränberlic^ebebeuteu. 
ällan nimmt an, biefe SBeränbetlic^en erlangen refp. bie 
SBertöe a? + * i*"^ y + */ "i^^ fw^^t bie 6nt»itfelung 
bes äQert^ed, n?e(c^en bie Function ^nne^men n?irb, b. i. bie 
gnttoidfelnng üon f{x -\- h, y + *) »«^^ ^otenjen Don 
t uiib i. ^w bem @nbe fefce man A = ag unb t = ari, 
unb betrad^te bie ®rö|e /*(a? + «6, y + «il) afö Function 
Don a, fü ba^ man i:^cii 

Sobann fann man ücrmittelfi beö 9Jlaclaurin'f(^en 8e^rfa|>ea, 
§. 81 , f{a) nac^ ben ^otenjen tjon a entiDidefn. 2Jlan 
Hlbft nämlit^ nac^ unb narf) bie DifferentialDer^äftniJTe 
ber ^ö^eren Drbnungen üon F(a)j biefe finb, wenn man 
jur Sfbfürjung f jlatt f{x + a|, y + at)) fd)reibt, 



JC. 

Sffet man I^ieriu o == 0, fo er^SIt man 

10* 



14S 



XIIL «»f#llitt. 



i^"(0)=Sl»+3 



dx^ 






dx^dy 



dxdy^ 



dys 



2C. 



ajtan erhält alfo ücrmöge bcS angeführten' Paragraphen 

+ 2C. 



dz 






«-f 



<i>« 



dir» 






rfy 



-4-— E« 



<to> 






2.3 



dsdy^ 



+ X-3^» 



ober wenn man A flatt ag unb * jlatt at) jurürffefet 



dj; 



dd?« 2 
d*Ä 



' dy ' drdy ' 



da?» 2.3 
dH h*k , 



da?2dy 2 

i /#,,2 O. I J^yt;2 O. "T 



da?* 2. 

d*z A»A 
darSdy 2.3 

d*z AU« 



dy« 2 ' dirdy« 2 ' da?>dy« 2.2 
d^z A3 , d*z ÄA» 



dy^ 2.3 



+ 



Ardy» 2.3 
d*z A* 



dy^ 2.3.4 

35a8 ©efefe biefer entantfelung ijl fofort flar. ®fl§ 
jweite ©lieb ifl ba8 üoHfiänbige S)ifferential ber erflen Drt^ 
nung üon ber Function ä, in welchem man h jlattrfirimb 
ft ftatt rfy gef^rieben ^at. 3:)a8 britte ®lieb ip ba6 Doff- 
jlänbige Differential ber jweiten Drbnung Don z, mit fceii 
nämlidjen Sfbänberungen, bioibirt burc^ 2. S)a8 oierte ©lieb 
ifl ba8 ooKflänbige Differential ber britttn Drbnung, mit 
benfelben STbänberungen, bioibirt burc^ 2,3^ unb fo fort. 

9Jlan erfennt leicht, wie ftc^ b'xt oorfJe^enbe ©ntwicfc- 
lung awi) auf biejenigen Säffe übertragen läßt, wo bie t?ür? 
gelegte Function me^r afö jinei unabhängige SSeränberlitte 
enthält, welche gleidijeitig 3una[;men erhalten follen. Xie 
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auf einanbcr folgcnbcu ©lieber bcr (gntmitfefung ptib immer 
bie tjottflänbigen ^Differentiale bcr erflen, jtüeiten, britten, 
Dierten 2C. Drbnuiig Don ber gegebenen gunction,. in benen 
man fiatt beS 35ifferentiaf9 einer Jeben S3eränberUtf|en bie^^ 
jenige ®röße gefegt f)at, um meiere biefelbe Derme^rt morben 
iji, unb bie fobrtnn refp. burt^ 1, 2, 2.3, 2.3.4, 2c. bbi^ 
birt werben. 

§. 139. 3)ie üorfle^enbe Erweiterung beS Sal;for'fc^en 
8e^rfafee8 liefert anij bie ©nttüitfefung ber Function Ä=/i[ir,y) 
mij ^otenjen üon a? unb y, unb bamit nlfo eine ©riüeitc^ 
rung be8 ÜJlacIaurin'fci^en Se^rfa^eö. ©e^t man nämU(^ 
X =^ unb y = 0, unb fc^reibt fobann x an bie ©teße 
ton hf unb y an bie ©teile tjon k, fo erhält man 

, <Pgo y^ 

"•" dy« 2 . 3 

roo mit ^, ^, ^, -^^ K. bie SBert^e bejeic^net tcer^ 

bfii, tt?el(^e refj). bie Functionen z, ^, -, — , 2c. anne^:^ 

men, wenn in i^nen gleid&jcitig x = \mb y = gefefet 
irirb. 

Sbenfo würbe e9 jtd) Derfjaltetv wenn bieSfuja^l ber 
unabtjängigen SBeränberlidjen beträcl)tric[)er wäre. 

§. 140. SBiH man bie fftei^e mit einem befHmmten 
Stiebe abbred^en, unb bie beiben ©ränjen fennen, jWifc^en 
bcncn berSBert^ be8 Derna^Iäffigten aiefiö ber Steige ent- 
Ratten ifl, fo wie e8 in ben §§.84 2c. in Stnfe^ung ber Sunc:= 
tioneuDon einer SSeränbertid^engeftfja^, fo wirb man wieber ju 
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itx obigen ©nttuitfelung t»on F{a) jurfttffc^rcn muffen. 3n 
bicfer ©ntwitf einng i)at man nämlid), xxad) §. 86, in bem= 
jenigen ©liebe, mit welchem man abbrechen lüiff, Oa für o 
ju fc^reiben, anflatt a = ju fefeen3 unb folglidj ^atman 
in ber ©ntroitfefung üon f{x-^h, y + k) für x ju \ijxn' 

6en 0?+^*/ 11»^ fi'i^ y 5»^ fc^rciben y+ ö*/ ^^o 8 wie 
frütier eine unbefJimmte, jtt^ifdjcn SluH unb ber ®in[)eit ent- 
I)attene 3flt}f bebeutet. @e^t man fobann in bem in Siebe 
jle^enben ©liebe fofdje SBertbe für 9, njeltfie biefeö ©lieb 
fü grof wie möglich unb fo Hein wie möglich machen, fo 
t)at man bie beiben gefud}ten ©räujen. 

SBenn man j. 93. in ter ©ntroiäelung einer Function 
üon jmei SSeränbertidjen z = f{x, y) mit ben ©liebem 
ber britten Drbnung abbridjt, fo l)at man 

' rfy "^ dxdz '^ dx*<fy 2 

, d»z A» . d^.f(s+Qh,y+Qh) hk^ 
^" dy^ 2 ' <irdya 2 

. ^«./'(ar+eA.y+eA) i^» 
"• rfy» 2.3* 

§. 141. ©Oenfo üer^äft eö fi(^, wenn bie gunction 
naij fieigenben ^otenjen ber beiben 85ercinberli(^cn x mb 
y georbnet ifi. fSrii^t man Ijier g(eid^fall6 mit btw ©liebern 
ber britten Drbnung ob, fo ^ai man 

, dzo , d^o dK fix.y) ar'y 

"• äy ^ ' dxdy^'^ dx^dy 2 

, _d% y! I ^ -/"(^'z y ) ^1 



rfy« 2 ^ rfa?'<fy'« 3 

nx\y) f 
dy'^ 2.3 
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m ju flrö|erer X)eutlit^feit x unb y für Oj? uub 8y ge^ 
fefet lüorbcn fmbj beim bie SBert^c fämmtfit^er Differential 
üerbättniffe ber britteu Drbnunö muffen f)\tx, iljxtx @ntfle:s 
^ung gemäß, fo i^erflanben lüerbcn, baj man immer erjl 
mi) ßcf^e^ener ^Differentiation Qx für x unb 6y für y an 
bie ©teile ju fe^en I)at. Stimmt man nun für 8 foldje 
SBerttje an, n>el(^e ben ?fuabrudf bcö 9lefle8 fo groß wie 
möglich unb fo Hein wie möglid^ madjen, fo er^äft mait 
jmei ®ränjen, jtoifc^en benen ber toat}re SEBert^ ber ®nt* 
iridfehmg not^n?cnbig entl;alten fein muß. 



XIY. 99lairtma unb Sl^tntma ber 9uticttt)neti ton einer nnb 

non mel^rrren S^erftn^erni^en. 



§. 142. SJlan betrachte juerjl eine reelle tJunction 
öon einer SSeränbcrlic^en 

imb tiergegenwärtige ftc^ ben Snbegriff aller SBert^e, meiere 
bieff ?5unction annimmt, wenn man x äffe möglici^en SBertlje 
ton — (30 bie + CO burc^Iaufen läßt. SBenn bie üöert^e 
ber Function y an irgenb einer ©teffe iljre8 8auf8 üom 
8Ba(^fen jum Sfbnc^men übergefien, fo ^eißt ber größte bies^ 
fer SCBerttje ein 3)larimum5 unb umgefeljrt wenn bie 
$Bcrtt;e ber ?5unctiou uom ?Ibnebmen jum SBat^fcn über^ 
9el)en, fo Ijeißt ber Heinfie berfclben ein SMinimum. Sa 
ijl hieraus flar, ha^ möglidber 85Jeife eine Function meber 
ein 9Jtaj:imum nod) ein SÄinimum befi|en, aber au(^, ba^ 
fie bereu. met;rere l;aben fann. 3>ie Aufgabe ift immer, bie- 
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jenigert SEBcrt^e ber unabhängigen SBeränbcrlid^en x, falte 
e8 folc^e gibt, ju beflimmen, bencn 9Jlapma ober SJliiüma 
ber ??unction jugel^ören. 

SBenn ber SBert^ a Don x einem 2Jlarimum ber gimc= 
tion f{x) entfprid)t, fo iff flar, ba^ f{a) größer fein muj 
nl6 fia-^-h) nnb, /'(a— A), tt)0 ä fo Hein gebrtd^t föerttn 
fann, nf6 man nur n^iff. Sbenfo wenn ber SQJertl^ a einem 
SJlinimum ber Function entfpridjt, fo muß f(a) fleincr fein 
al8 /"(a + A) unb f{a — h), 9tac^ biefer SBemerfung fann 
bie in Jftebc fiebeube ?l'ufgabe leicht gelöft merben. 

©nttüirfelt man /*(a?+A) nad) ber Sa^Ior'ft^en 3tei[]c, 
fo f;at man affgemein 

unb nad^ ben ©ntn^idfelungen ber §§. 84 2c. fann man biffc 
9tei[;e mit einem beliebigen ©liebe abbrechen, inbem man 
für bie tt)eggelaffenen ©lieber einen ?fu6bru(f an bie Stele 
Wf ^pff^^^ Söertt; jmif^en jmei jeberjeit leii^t anjugebenbeii 
©räujen enttjalten ift. ^an ge^e juerfi bi8 ju bem ©lie^c 
ber jmeiten Drbnung, unb fefee naeö §. 85 

mo eine jtoifc^en unb + l/nt^altcne 3al^l bebeutet. 
®6 r^anbelt fic^ nun um bie Wuffuc^ung ber nöt[;igen Se- 
bingungen, tamit/"(a) enttt?eber größer ober Heiner alerte, 
alaV(a+Ä), tvo h beliebig ffeiu fein barf. 9f6er wenn 
mau A nur ftein genug annimmt, fo ifl fogleic^ flar, H 

d.f{i)i 

man immer baB Beidjen ber ©umme ber beiben ©ueoe-^'i 
+ "^—1^-'^ fann abbängig machen üon bem 3eicl)en 

be6 erjlen ©liebeS ^Aaffein, weil^^^^^^^M 
angcmeffene Söabf oon A ftetS fleiner gemacht werben fann 
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d fix) 

nie y > ^an fdilicft Ijiermiö: 1) ba^ /"(«) iiid^t anbera 

größer ircrbeu fanu ale /'(a+A), tüclc^cö SSorjciAcn mic^ 

* annehmen mag, alö. trenn -^^ = nnb -^ mit bem 

3eic&en — behaftet ift^; 2) tnß f{d) ni^t anberS ffciner 
(1(8 f{(i"\-h) werben fann, mclc^e6 aJorjeidjcn a\\6) h ans 

mannen mag, al6 menn -^ = nnb -^ mit bem Bei- 
den -}- 6cl;aftet ift. 

3)amit alfo für ben SBert^ x=a ein SOtajrimnm ober 
SJinimnm ber ??nnction flattfinbe, ift e8 nüt^ig, b(\^ biefer 
SBcrtt) Ä ba8 X)ifferentiaIi?crI;Ältnif ber erflen Orbnnng jn" 
Slutt werben lajfe. 2ft§bann mirb ein SJlajrimum ober ein 
SHiiiimnm eintreten, je nadjbem ber nämUd)e SEBert^ baS 
Xifferentialt?erl;ältnif ber jiveiten Drbnnng negatiü ober 
tJofttiD mad^t. 

§, 143. es faun eintreten, ba^ ber in Siebe flel^enbe 
SBert^ bie X)ifferentia[üerljältniffe ber beiben erjten Orb^ 
Illingen gleichzeitig ju fRwü mac^t. 2n biefem SaKe ifl ed 
nöt(}ig, anä) bie folgenbcn ©lieber ber ©ntwidfelnng jnjn- 
jiel)en, nnb nac^ §. 85 jn [^reiben 

"• dx^ 2.3.4* 

6ine ätjnlic^e SSetrac^timg wie eben jelgt fobann, bap, wenn 

tie ©lieber ^Ä + -^4" ^^^^ ^ = "* üerft^winben, 
biefem SBertbe a nic^t anberS ein SDIarimnm ober 2Jtinimnm 
ber guuction jngel;i5ren fann, at8 wenn für i[;n gleic^faffa 

baö ©lieb ^^ —^ iu 5ftuO wirb 5 nnb bap ein Snapmum 

ober ein SWinimnm eintrete« wirb, Je nat^bem ber nämli^e 
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SBert^ biiS iDifferentialücr^äftniJ btx bitrten Drtnunj 

-^^ negatit) ober po[xi\\^ maä)t 

9f ttgemeiu f ann für einen gegebenen SBert^ üon x mir 
bann ein ajlapmnm ober SJlinimnm fcer fJunction eintreten, 
wenn in ber 9tei^e bcr 35ifferentialDerl^äItniffe brt6 erjlc, 
welches bnrd^ biefen Söertt) nit^t jn Slntt wirb, i?on gcraber 
Drbnung ifl. @ö wirb aber ein ajlajrimnm ober einSJliui^ 
mnm fein, je nat^bem biefes CDifferentiatüer^ältnif negativ 
ober pofitiü wirb. 

§. 144. 68 fann ferner üorfommen, ba^ ber SBert^j 

a Don X, welker ber ©leid^nng ^ = ©eniige leijlft, 

ba^ 35ifferentialt)ert;flltni5 ber jweiten Drbnung, fo tüie bifi 
folgenben, nnenblii^ groj werben läjt. SSermöge ber St*! 
trat^tnngen ber §§. 88 it. wirb man in biefem gaHc f^Iie* 
fen, baj^ ber Sat^torft^e ße^rfa^ nidjt me^r anwenbbar i|}, 
um btn JJÖertf) ber Snnction in einer nac^ g^ijen ^oteti* 
jen t?on h georbneten Steige barsiifleHen. S)ie vorigen Äe* 
geln jinb alfo gleici^faHe nid^t me^r anwenbbar, nnb e8 
bleibt nnr noti^ übrig, über ben 8anf berf?nnction8tücrt6e 
eine befonbere Unterfndjnng ansufieffen, inbem man bie 
Function bnxi) ©nbfiitntion beö SBert^eS a?:=3«2t* "^^ 
negativen ober gebrod^enen ^otenjen bon h entwicfelt. 

83on bm üorigcn 9tegeln ftnb gleidjfalle' biejenigen 
SDlapma imb SJlinima anögefc^Ioffen, welche einem SBert^e 
a üon X entfpred^en, für welchen baS 35ijferentialt)erf;nltnip 

—^ unenblic^ grop ober biöcontinnirlid) wirb. 3n biefem 

fjaffe gelangt man wie norljin nnr bnr^ eine iinmittelOnre 
Unterfnd^ung ber Snnctionöwert^e jnm 3icle, inbem innn 
ben SBertb x^a+h in bie gegebene Snnction fub|Hhiirt. 

§. 145. 35ie tjorflefjenben Slefuftate Wnnen anfc^aulit^ 



.y 
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imaijt merken, menn man bxt ©urüen betraii^tet, fcercn 
Drbinatcn y bxt fBtrtfjt üon fix) barflettcn, nnb um grö* 
ptrer ®infa(^l^eit tüitten öitnimmt, 5ap fcie Functionen f(x), 
f'ixl rix) continuirtit^ fein foOen. «febann ift Hnr, baj^ 
fin2Jlarimum ober 8(J?inimum berDrbinrtte nur in fünften 
tüie m, n, p, q, gig. 29, fiattfinben f ann, wo bie Sangente 
?fig. 29. parattel ber «bfciffenac^fe ifl, tmb 

man affo I;at ^ = 0. SnSbe- 

fonbere liegt ein aWajrimum in 
m unb Pf tüo bie Surfe i^re 
(Soncaüität nac^ unten wenbet, 

alfo j4 "ffl^tiü ifJj ein SJlini^ 

tnum bagegen in n unb q, mo bie (SurDe i^re Sonüe^tät 

na^ unten hjenbet, alfo ^ |)ojitio ift. Stegatiüe ®röf en 

»erben babei, wie immer, al8 beflo Heiner angefe^en, Je 
größer i^r abfoluter SBert^ ift. 

ajlan erfennt gleid^faW, ba^ bie ©ebingung ^ = 

nit^t not^ttjenbig ba^ 3)afein eine§ 9}tajrimum ober SWi^ 
nimum jur gofge Ijat, weil e8 fünfte geben faun, in benen 
i)ie Sangeute ber 9/(^fe ber x parallel ift, wä^renb bennot^ 
We Function ol)ne Sfuf^öreu junimmt ober abnimmt. Sfber 
i^iefe spunfte ftnb immer ©eugungöpunfte, in benen fic^ ber 
Sinn ber Soncaoität ber guroe änbert, unb in benen 
niit^in baö 3)ifferfntialt)cr^ältni^ ber jweiten Drbnung, 
inbem e8 fein 5Borjei(^en wec^felt, ben SBertI) 9lutt annimmt. 
SSeiter unten werben bie anal^tifij^en ÄennjeiiJ^en, welche 
^fn t)erf(^icbenen befonberen fünften ber Suruen ju^: 
V^^txm, auSfi\^rlid^er erörtert werben. 

§. 146. J)a8 allgemeine SBerfaljren jur Sfuffuc^ung 
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ber 9Jlaj:imfl unb QJlimma einer gegebenen Function y=/'(4 
mit 9fnefct|fu^ berjenigen, weld&c bie beriüirte Function f {x] 
unenbli^ groß ober biecontinuirlii^ ma^en, befielt nffo 
bariu, baß man bie ©leic^ung 

dx 

in 83ejug auf x auflöft, roobur^ man einen ober mehrere 
85Jertl)e oon x erfjaften trirb. Um ju erfenncn, ob biefcit 
SBert^en ein Sötajrimum ober SDlinimum ber ?5unction ent? 
fpric^t, fubfKtuirt man biefetben in baB jweite S)ifferentials 

oer^ättniß ^, unb fielet waij, welches SSorjeit^en if^m ba« 

bei jufäat.- ©onte biefeö ^ifferentialüer^ältniß ju Sliitt 
werben, fo würbe man ju ben fofgenben tibergefjcn, m 
oben nä^er au6 einanber gefefet worben ifl, 

SBenn y alö unentwidfelte fjunction üon x bnxij eine 
©leid^ung üon ber Sorm F(x, y) = gegeben ifi, fo irirJ 
man nad^ §. 44 i^re S)ifferentialgleid^ung bilben unb in 

biefer ^ = fefcen. SJlan erl;ält alebann eine ©leidjunj 

jiüift^en X unb y j unb eliminirt man au6 biefer ©W^unj 
unb ber gegebenen F(x, y) = bie Oröpc y, fo gelangt 
man glei^falle jur aSefiimmung fon x. 

©inigc 83eif}?iele werben baB SBerfa^ren erläutern*). 



*) ®a ter SSerfaffer weiter unten JBcifpiete gißt, welche für ben ©tont^ 
punft be« Sfnfänger« reid^Itt^ öertoitfelt jtnb, fo erfd;ien e« angr 
meffen, btc nat^folgenben SBeifpiele %ler einjuft^dten. ©le (tnb üui 
Der ^Differentialrechnung öon SWoigno entte^nt. Uebrigen« bimt 
ouc^ fc^on bie Unterführung ber einfachen Functionen in »fjUfi fl«f 
i^re Tiatima unb Minima, anfnüpfrnb an bie {$. 60 k., tm 
©toff gu einfachen JBeifpielenj bie gunction ar« oüfin ft^Iifft, K 
nac^ ber ©eft^offenl^eit be« drponenten m, eine SWonnigfflltigtfit 
ton Jäßen in jit^. 
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1) ®int 3a^I « in stt>ri Steile a? unb a — o? ju jer^ 
Ifflm, fo ba^ bae ^robuct y=a?*(a— a?)* ein SMapimum 
oier SRinimum mirb. (Sie S^ponenten m unb it toerben 
fll9 püfitiDc ganje 3al)Icn üorauegefe^t 

%u9 ber ©(eit^ung 

-J! = a:"*^ * (a — rc)*~" ' (ma — «w? — n^) = 

erhält man bie brei Söcrt^e ton a? 



w-f-n* 

Ob biefen SBert^cn SWajrima ober SJlinima ber Function 
ratfpret^en, wirb man burt^ boö jtüeite 2)ifferentialDer^äIt- 
nij ju entf^eiben fuc^en. 3)er SfuSbrutf beffelben ifl 

^= ar* ' ^(a — a?)*~ *(m-l .a— m-1 .a?— fi- 1 .ar) (ifia-iiM?-fw?) 

®ubf}ituirt man [jierin ben SBertf) x = ^^, fo rebucirt 

^ biefer SfuSbrudf für baS jweite Differentialüer^ältniß 
ouf feinen jttjeiten S^eif, welcher negatiD ifl, folgli^ ent^^ 
[friert biefem SGBert^e üon x ein 3Jtajrimum ber Function. 
Subjlituirt man barin bie Söert^e a? = unb x = a, fo 
teirb ber SfuSbrudf für ba8 a»eite Differentialüer^ältnif 
nur bann ni&t t)erfd)minben, wenn man refp. ^at m = 2 
unb n = 2. 3n beiben Söffen rebucirt pd? biefer SfuSbrui 
fluf feinen erjten %f)nl, melier pojitit) wirb 5 fofglic^ ent^^ 
ffret^cn ben genannten Söert^en Don x jwei SDlinima ber 
Sunction. a^iefeö fefcte Slefultat bleibt affgemein für äffe 
gctaben SBert^e t)on m unb n beflefjen; benn baS erffe 
"it^t Derfd)Winbenbe 3)ifferentiall}er^ältniß ift jletS refp. 
fcn ber Drbnung tn ober n. f5ür ungerabe SBert^e oon 
» unb It bagegen gef;ört im entfpret^enben SSertI;en x=0 
unb x=a Weber ein 9Jlnjnmum nod) ein SJtinimum ber 
8'unction ju. 
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Sür in = w *= 1 ifl hierin bie Äöfung ber Sfufgah 
enthalten : JBou aUm ifoperimctrifti^en STcc^tetfen, beten Um:^ 

fang = 2a iji, baaienige anjugeben , »d(^c8 bcn größten 
Sn^alt ^flt 

2) aSon atten ifo}?erimetrift^en S)reietfen über einerlri 
©ruubliuie baSjenige atijugeben, totläjt^ ben größten 3n* 
l^alt ^at. 

eö fei 2a ber gegebene Umfang ober bie (Summe ber 
brei ©eiten, b bie gegebene ©nmbCinie, a? eine jweite @citf, 
alfo bie britte (Seite 2a— i-a?, fo ttiirb ber Sn^alt beS 
^reietfö auSgebrücft burd) 

Va{a^b) {a—x) (A + j?— a). 

a)iefer 2fuöbru(f mirb ju einem SKajimum ober aWinimum 
werben, je nac^bem foltf^ea mit ber Function 

y = {a-~x) (J-j- jr — a) 
ber gatt ifl. 2nan fefct alfo 

|==2a-6-2^ = 0, 
woranS a; = a — ^, b. I;. ba6 S)reie* muß gleidifi^cnfliä 

werben. S)a9 jtoeite 35ifferentiarDfr^ältniß wirb = 

— 2, b. ^. negatiD, alfo ip ber 3n^alt beö gleit^ft^enfliflen 
aireietfö ein SJlajrimum. 

3) aSon allen Cluabraten, welche einem gegebenen 
Quabrate eingeft^rieben werben f önnen , baajtnigc ju fin^ 
ben, wele^ea ben Weinflen Sm^alt ^at 

mmnt man a bie (Seite bea gegebenen Quabrata, unb 
0? htw 5fbfianb einer gtfe bea eingefc^riebenen Cluabrrttö 
t)on ber nät^fien gtfe bea gegebenen Cluabrata, fo wirb 
ber Sn^alt bea eingefd^riebenen Cluabrata 

y = a* — 2aa? + 2a?». 



8Ran fe|t iiffo 

^ = -2a + 4^ = 0, 

lüoraua ^ = o/ ^* ^h ^^^ ®*f" ^fö einaefc^riebciien Dua* , , ^ - 

fcröta faffcu in fcic SJlittcn ber (Seiten beö geflebenen Qua*-*- c^^^'^'' ^ "^ ' 

i)rat8. ®a9 jtüeitc S)ifferentialüerl}ältni5 itirb -2"= 4, (^ •" ' 

b. l). pofitiD, nlfo ifl baS nngejeigte Qnabrat ein Slinimum. 
4) S)ie 3a]^l a? ju flnben, beren a?te SBurjel ein 3JlajH:» 

SJlan bat y ^=^ af, motiiuö ^ ^ 

ivtti^e @(et(^ung i)en 9Bfrt^ x='e (tefert. :£)a6 {Wette 
X)if(tentialDct^ärtnif 

i 

nimmt für j? = c bcn SBert^ an — c« , mirb alfo nes= 

1 1 

jatiü. gorfllit^ iji «* ein Sßajrimum ber ?fnnctionj?*. -• 

2Jlan fiinn auc^ in biefem SSeifpiefe bie ®fei(^ung 

1 

!/=«' auf bie lei^ter ju be^nnbclnbe ©effalt bringen 

Xly fo aes 0, 

hJo y al6 unentwi tfelte Function ton x erf(^eint ®ie 
2)ifferential8fei^ung ber erflen Drbnnng uon biefer ®Iei== 
t^ung toirb 
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wnb wenn man r^iftin ^ = fefet, fo ^at man 

woraus in SBerbinbmifl mit ber primitiven ©leic^mtg fii^ 
btx SEBertI; x = e erßibt. ?Jcriier wirb bie 3)i|fercntia(5 
gleid^uufl ber jmeiten Drbimng 

unb lüerbca I;ierin bie SBertfie x = € unt^ = fubili- 

1 
tuirt, fo erl;ärt man für -^^ bm SBert^ — c« , m 

o6en. 

§. 147. STuf ben bischerigen ©rnnblagen gefangt man 
and) jur SSeftimmung ber SDIanma unb SDIinima ber %\m* 
tioncn üon jtrei 93eränberKcben. Um größerer ®infa(^t)cit 
lüitlen fott babei bie SSorauSfefenng gemacht werben, b^ 
bie ^al^Ior'fc^e 9tei^e jur ©ntwirfelnng biefer fjuncticnen 
brauchbar fei, wie eS in bm 9fnwenbuugen meiftent^ei(8 
ber gatt ifl. @S fei gegeben 

T)it Sntwitfelung Don /* (a; -f A, y -f" *) f'^f^^* "^^^ ^^"' 
Dgrigeu STbfc^nitte 

' €(y ~ dxdy 

WO einen äd^Un 83rud; bebentet. Stimmt man * unb k 
^inreic^enb Hein an, fo fann man immer baS jweiteSIicl) 

— Ä + ^ k gröper werben lajfen afS baS britte, imb 
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fb[gK(^ baB Sotjetc^n i^rer ®ttmiiie ofi^äitflig ma^cn 
Don htm Sorjeic^en teS }tt>etten ®(iebed aOein. S>amit 
alfo 5en beiden SBert^en a^^sa unb y»=ft ein SDlajrimum 
ober Sniitimum 5er Function z entfprei^e, b. f). f(a, b) 
mtweber größer ober Heiner fei alt f{ß:t.K *±*)/ w«J 

juerjl not^wenbifl baö ®lub ^*+^ * Derfc^teinben. 

SBegen ber Unab^Angigfeit ber ®r5|en A unb k tyon ein« 
anber, fann biefed ®Iieb aber nur bann aOgemein Der« 
((^toinben; menn man ein)e(n ^at 

dz ^ dz ^ 
— =0 ---=0 

Serner mu^, trenn man ben beiben duna^men A unb ft 
irjmb roeldje belicbiö fWne SBert^e beifegt, bie ®röfe 

(in a)la;:imum , ober beflänbig pofltit) für ein SDtinimum. 
Bm biefe ffleWngung auf einfaii^e JTennjeii^en jurütfjuf tt^ren, 
iilbe man bie ©leic^ung 

d^z Ifl . ^ i^z A I ^ ^ 

dx* k*'^ dxd^ *"*" dy»"" 

unb löfe biefelbe auf in SSejug auf bie unbejlimmte ®röje 
jj. Die SBurieln biefer ®Iei(f)ung werben imaginär, wenn 

man fiat 

dH d!^z 



f dH N» 



d*z 

Mfy Sebiiigung nur erfüllt werben fann, wenn -z- unb 



nn tnfftn 



Xi^gleid^e SBorjeic^en ^aben. SfUbann fann bie ®röje 
l)ur(^ wiDfür(i(^e ^nna^men für k unb A weber SfluK wer^^^ 

9la»ier, 3)(ff.* unb 3titedvalr. 93anb. f. 11 



102 XIV« Wfd^siH* 

btn, no^ ifyc Slorjetc^eti anbern^ ^ toixb befUnbig 
SBoraeic^en i^ted ti^tn (SlitbtB, b. \). ba% SBot^et^cn Don 

—^ beibc[;altcn, Sfffü tritt ein 2Jlaj:imum ein , trenn fcaS 

©tfferentiarüer^ättni^ ^ negatiü ift, unb ein aJliniinnm, 

wenn e8 pofltio i|l. 

SEBenu man bagegen bat 

fo werben bie SBurjeln ber obigen ©leit^ung reell unb 
mtgfeic^j fotglid) mirb bie ®röpe 

für tüifffürlic^e Sfnna^men Don A unb * fcalb pofitiü, balt 
negatiü. ©6 gibt affo meber ein SJlapimum no^ ein 
Sninimum. 

@ine befonbere 93etra(^tung Derbient enbUd^ no^ t)er 
?5aff, tco man f)at 

(d^z N« d^z d^z 
ds d\fj <te» rfy** 

Wldbann ^at bie obige ©leid^ung j^ei glei(i^e SBurjeln) 

unb bejeid^net man ben Duotienten ^^-^ : ^ mit «, fo 

wirb 

d^z Ä« ^^ d«z Ut A^^^ ^ 1 ^^ n i_ h\2 

Dicfe ®rbpe behält affo bei wiOfürlic^en Sfnna^men tjciii 

unb t fletö ba§fefbe 83orjei(i^en tüie ^, unb wirb nuti 

bann ju 5JtutI, hjenn ä = — mi ifl. ®9 finbet alfo ri« 
ajlapmum ober 9Jtinimum ftatt, irenn bie Sfnna^nit 
* = — !»& ben Snbegriff aller ©lieber ber britten DrfcnunJ 
gleitbfan« ju Kutt ma^t, unb bcm Snbegriffe atter ©fieb« 
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btx üierten Otfcnuufl ba8fel6e 930t}et(d^i ert^cilt, »ie ^. 
S)fl§ aRaicimum toixb btn negatiocn Sßert^n^ baS ^nU 

mm ben pofitit?en SBcrt^en üon ^ jugcljöreti. 

§. 148. SBeim bie SEBert^e a mb b, mld)t bit mU^ 
hn ber erficri Drbnung ju StuO tvtxbm laff^n, bie ©Heber 
5er jtteiten Drbnung gletc^fatts jum ©erft^irinbcn bringeit, 
fo ifl aus bem fftü^eren flar, baf i^nen mir bann ein 
SJlflrimum ober SSlinimum ber Function entfprec^en faim, 
luenu anäj bie ©lieber ber britten Drbtmng für biefe 
ffiertl)e üerfc^winben, ttä^rmb erfl bie ber Dierten Drb* 
nung befleißen Meiben. Ueberbieö muf bie @nmme biefer 
©lieber ber üierten Orbming beflünbig ba^ 3eic^eii — be* 
^n(ten, mnn ein SJtajrimum ober beflänbig ba9 3ei(^en +, 
tüenn ein SJlinimnm eintreten foH. Unb fo fort. 

§. 149. X)ie Dorfiefjenben ßrgebnijfe h^erben anfc^au:= 
Wij, tüenn man bie fjnnction z mie bie Drbinafe einer 
?fä4e anjte^t, beren Sfbfciffen o? unb y jtnb. ©oH in 
irgenb einem Ranfte biefer ^lädjt ein 3)lajnmum ober 
Sliinimum ber Drbinate jlattfinben, fo fann man f\i) burc^ 
Wefen ^unft jmei Sbenen, parallel ben (Sbenen xz unb yz, 
flelegt benfen, meiere bie gegebene Sfädje in jmei tUmn 
GutDen burc^fc^neiben. SBirb nun bie Function z nebfl 
iöreii S)ifferentiafüer^ältnijfen al8 continuirtic^ Dorauögefe^t, 
fo müjfen üor allen 35ingen bie Tangenten biefer beiben 
©c^uittcurüen in bem in Siebe fletjenben fünfte paraDef 
itx gbene sy fein, fo ba^ bie berül;renbe gbcne ber.glädje 
W in biefem Ranfte parallel ber (Sbeue xy ijl. a)iefe 

«fie 85ebingung liefert bie®fei^ungen^=0 unb ^=0. 

Serner müjfen bie genannten beiben (Sc^nittcurüen ir;re 
ßoncaüität nad^ ber nämlichen ©eite l)\n menben, morauö 

11* 
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folgt, bü^ We aüffmiitiateer^artniffe mb ^ einerW 

SSoTjetd^ 6efi|en mflffen. tfber biefc (entere fBebingiing 
reicht im allflemtlnen nod) nid^t ^in^ um für bie Drbinate 
bet ^l&iit bie Spfletij bed SDlajrimum ober SRinimum ^tp 
jiifteDett) t)lermf]^( mirb e8 au^erbem ttot^menbtg )u untere 
füllten, ob aiic^ alle anbeten burd^ ben frngnc^rn ^unft 
möglichen @c^ntttcurüen , beten (Sbtmn beliebige äBinfel 
mit bet Sbene xz einfc^liefen, inbem fte auf ber Sbene 
a^ ted^tKiinfUg flehen, i^te (SoncaDität eben betfelben @eitt 
gumenben. 9lun bejeic^nen h unb k bie beiben Don ein? 
anbet unabhängigen 3una^men, mel^e tefp. ben beibm 
STbfciffen s unb p ert^ift »otben ftnb) folglich fann 5(r 

93nic^ T angefe^en merben, wie bie trigonometrifAe Snn? 

gente be8 ©infcU, loelti^en eine Jener beliebigen ©t^nittebc- 
nen mit ber @bene xz einf(^Iießt. Wan fie^t bemnnt^, wie 
man ^ier auf bie frühere Unterfuti^ung jurüigefft^rt loirb, 

wo füt äffe SBcrt^e beS »tur^ed j, üon — c» bis + OC; 

bie UnüerSnberlic^feit in bem SSorjei^en ber ©umme ber 
©lieber jmeiter Drbnung, b. ^. bie Unöeränberlii^feit in 
ber giit^tung ber goncai?ität fammtfic^er ©d^nittciirtjen, 
auf i^re einfat^|}en anaf^tifc^en ^ennjeit^en rcbucirt mixit. 
^ni) j!et)t man leitet, welche ©pftalt bie gfäd;e in im 
fraglichen fünfte bepfeen muffe, ttJennbiefeUnüeränbfrlid)^ 
feit in ber 9tiebtung ber ßoncaüität fämmtlic^er ©t^nitt- 
curüen nidjt flattpnbet, b. ^. tüenn einer ber beiben Sfuö- 
nabmefäffe beö §. 147 eintritt. 3n bem erflen biefcr beiben 
üfilffe nämlit^ wirb bie gfäc^e fattelfürmig ge!rümmt fein, 
in. bem {weiten wirb fte eine ber &bmt xy parallele StücCen? 
linie enthalten. 

§. 150. ^uf ä^nac^e Steife finbet man bie SBebingun^ 
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9 

gm für ba% fma^Amum ober STtiniinttni einer fhtncttim, 
toenn bie Vnia^I ber unaMngigen SerStibern^en NtrAc^t» 
lieber x% @9 fei bie Function flegeben 

fo §at nuin 






+ 



5lun fatin man immer, wenn man g, h, k ^inreid^enb Hein 
annimmt, baö SSorjeidjcn ber ©iimme affer ©lieber, welche 
itm jiüeiten ober bem britten ©liebe nad^folgen, Don bem 
Sorjcit^en biefeö ©fiebeS affein abhängig machen. ?fffo 
muffen juerjl bie SBertfje ber Seränberlit^en v, x, y, benen 
ein ajlapmum ober SJlinimum ber Function z jugefjören 
fott, ben brei ©feic^ungen genügen 

dz ^ dz ^ dt ^ 
-- = —- = -- = 
dv ' dx ' ^' 



Serner ifl ee not^wenbig, ha^ für bie nämlichen SBert^e 
üon t, X, y bie @umme ber ©lieber ber jtoeiten Drbnung, 
ftjel^e man jnr ^rbfürjung fd^reiben fann 

i^t 93orjei(i^en ni(f)t änbere, njelc^e SBertfje man awii btw 
WieWg Keinen ®rö|en g, % k beilegen mbge. Diefee er* 
forbert juerjl, ba^ Ä, C wnb F einerlei SBorjeit^en bepljert. 
*6er )u biefer erjlen SBebingung treten no^ anbere, tD^6)t 
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matt ««* htm S8erf<i^tren be# §. 147 [fi^ ent^ftfcti tm% 
ipfun man Ibte Statut btv äBurjtCn bet ©(ei^utig 

ins Sfiige fa^t, @o iff j. §8. Fror, frap ein SWapinum ober 
9Jtinimum juüerräfjtg eintreten tvixb, wenn bie Ifuflöfung 
biefer @lei^ung iu Siejug auf g, h ober k nur imaginäre 
SBert^e gibt. 35iefer ^aVi fott ^ier allein notj^ einer nähern 
©etrci^tung «nterfüorfen merben. ßöft man nämlit^ Jciie 
®Iei(^unfl in Söejug auf g auf, fo er^filt man imogmare 
SBert^e, wenn man ^at 

ober au(i^ 

welche SEßcct^e man aut^ für A unb * fe|en mag* äffe 
nui^ man jnerft l^aben 

B^ — AC < unb /)» — ^IF < 0. 

@obann aber barf man, inbem man bie oorfle^enbe ®r5jf 
flleit^ 9lull fefct unb in 83ejug auf h ober k aufföft, nur 
imaginäre SBert^e erhalten. (Die Sfuflöfnng in ffiejug oiif 
h Iä|t nun foglcit^ erfennen, ba^ bie SGBert^e imaginüt 
werben, wenn man ^at 

{BD — AE)^ < {B^ — AC) (D» — AF). 

®6 ergibt fu^ alfo, ba^ ben aua bm brei Oleic^uiigen 

hergeleiteten SBert^en t)on p, j?, y npttjwenbig ein SMapnum 
ober ajlinimum ber gurtction juge^ören wirb, wenn biefelto 

1) btn brei ^ifferentialoerl^ältnlffen ber jweiten Drbmmg ^, 

"5^/ v^ einerlei SBorjeitä^en geben, unb 2) ben ffiebingiinflen 
Genüge (eiften 



( tPz N » ^^ /* *^ \* ^ rfag tßz 
W^J ^ dv^dx^' \dv dyj ^ ito» <^»' 

\do(kodvdy dvHxdyJ ^WjdvdxJ dv^dx'^jWdvdyJ 

dHd:^z~t 
do^dj^S 

Unb sttJttr roirfc ein SWÄjriminn, ober etn aJlinimum eintreten, 
je nat^tem ixt brei ©iffercntialüerljäftniffe ^/ ^/ S» 
iiegatiD ober |9oflti9 fnb. 

SEBenn bagegen bie ©leit^ung 
Ag^ 4- 2Ä^fc + CA» + 2Dgk + 21Eiyir + Ft« = 
imglei^e reeUe SButjeln befl^t, fo toirb ein SRa^imum ober 
Minimum unmögn«^. ®i|ib aber bie reeOen SBnrjeln biefer 
®Iei(^ung etnanber gleid^; fo ifi eine aimW&jt Unterfud^ung 
erforberlid^, wie am @^Iuff^ beS §. 147. 

§. 151. Sf f 8 . 5fnioenbung ber oorfie^enben älegefn 
»erbe ^ier woii bie geometrifd^e 9fufgabe be^anbeft: 35ie 
fürjefle ober längfle unter allen geraben ßinien ju finben, 
irelc^e oon einem gegebenen fünfte nnd^ einer gleic^faOd 
gegebenen @urt>e gebogen n^erben fünnen. 

€9 feien a unb b bie red^tminflige» (Soorbinaten beS gege» 
benen ^unftd, unb x unb y bie (Soorbinaten irgenb eined 
fünfte ber Suroej fobann ifl ber 2fu8bru(f für bie Sänge 
z ber in Siebe fle^enben geraben Sinien 

Ä = V {x^ay -j- y — hy, 

unb es l^anbelt ^ barum, ben SEBertl^ oon x aud ber 
Sebingung ju befHmmeii, ia% biefer Sfuöbrutf für ä fo 
gro^ ober fo flein »ie mftgli^ tottben foll. Die JDijferens^ 
tiation in 93esii^ auf x gibt 

d» _ ^-*+<»-*>£ 



1€9 



xi¥. wn^mt 



mb fe^tman ^ie0 X)ifferHitia{t>tr^(tBi| glei^ 9tti8, ftl^mati 



^-« + (y-*)^=o, 



tooraud 



y-^^ i 



jp— « 






S)a ^ 5ie trigonomctrif^e Sangentc 6c8 SBBinfett barflellt, 

mläftx {tDifd^en btx Sangentt ber (Suttt nni bn Vd^fe bei 
« enthalten ip, fo fagt baB flefunbcne Slcfultat junät^jl 
aus, bap i)te fürjeflen ober langflen Sinien; meldte oon bem 
gegebenen fünfte naä) btx @uroe gejogen loer&ien ffiniien, 
biefe (Surt)e unter re(^ten SSinfeln fc^neiben muffen. ®e6t 
man fobann ium;,)toetten S)if erentialDer^ältnif ä&er, namli^ 

unb unterbrüdft baö jttjeite ©lieb, roelc^eö uermöge ber 
obigen ©leic^ung Slutt ifl, fo erfennt man, ba^ ba^ SSot* 
itxijtn biefeS CDiferentialuerl^ältnifl'eS nur nod^ oi^Sitflifl 
ifl oon bemjenigen ber ®röf e 






^ Ar» 



da:* 



menbc i^re Sonüeptät nad^ unten. 35ie üorpe^enbe ®röjf 
wirb atsbann immer pofttio fein , menn y — b pofitit) i|l, 
b. f). wenn ber gegebene ^unft A, Sig, 30, tiefer liegt afö 



gig* 30. 




ber ^unft M ber ©uroe, weither üon 
ber 9lormale iiJf getrofen tuirfc. 
S>er ff&ftattb jiJfl^at alfo in biefem 
9a8e immer ein SRinimum, wie mij 
an jtd; Har i^* SBenn bagegen, 

wÄ^renbj^nod^ immer j)ojltiü Bleibt 
«^ bif ®rö|e y — * negatio ip, fo 



iAf bn tf^Um f^ttnft ^&|er liegt (iI9 ber 9iittft JT, fo 
mb bie in 9trbe ^^enbe ®rjS^ t^ofitiü feitt ober ee mttb 

' i + CST 

ein ajlinimum flattflnbeii, wenn h — y <; ^ - ifl j 

mb biefelbe ©rö^e wirb ne gatit? fein ober eö h)irb ein SRap- 



> ^^■^ii 



mum eintreten^ wenn i — y > ^ "^ ijl> Slun wirb 

man in ber Äolgc, §. 180, fe^en, bof ber 2Bert^ 6 — y 

' + et)' 

= _/ -^ einem gfWiflfen fünfte ber Slormale, C, 

Don foId^erSdge )uge^5rt; baf ein aud biefem fünfte mit 
bem $albmeffer CM befe^rie6ener Äreiö me^r ala jeber an« 
bete ^retS mit ber gegebenen (5urt)e jnfammenfÄfft, fobalb 
man {td^ auf eine nnenb(id) fleine WnSbel^nnng }u beiben 
©fiten beS fünftes M befd^rän!t. a)iefer yun!t C wirb 
alfo auf ber Slormalc biejenigcn fünfte Ai, für welche ber 
?f6ftanb AiM ein SUlinimum ifl, fon benjenigen^unften A^ 
[(Reiben, für welche ber 5f6fianb A^M ein SDlajrimum ip. 

3u ä^nlii^cn S3emerfnngen würbe bergallSfnla^ geben, 
hjo ba§ Differentialüer^SItnif ^ negativ angenommen wirb. 

§• 152. 3)iefe Sfufgabe ffi^rt fogleid^ ju ber folgenben 
allgemeineren : 5Die fürjefien ober längten geraben ßinien ju 
bejlimmen, weCd^e Don einem ^mfte einer gegebenen (Suroe 
Mi) einem fünfte einer gleic^faDd gegebenen (Suroe ge» 
jogen toerben lönnen. 

^ti/näfmn w, y bie Goorbinaten eined beliebigen fünfte 
btx erfltn Sutüe unb s, y btefentgen eines beliebigen ^nnltS 
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btx jwciten ©trw, fo lültb fcie ÄÄngc » fcer in 9Me ^e^en^ 
ben geraben Sinieii aOgemein autgebtftdt bind) 

SSiefcr Sfulbrutf ifl aC8 eine ?function öon jwei unab^än:: 
fligcn aSeränberliti^en, o? un5 a?', aninfc^en^ inbcm y al8 
fSunction t>on o? allein, unb y ald Sunctton l?oit x aSein 
betrad^tet werben mu^. SEBenbet man alfo bie Siegel beö 
§. 147 an, fo txfj&Ü man jnerp 

nnb wenn man beibe Differentialüer^äftniffe gleic^ SÄutt fe^t, 
^-^' + (y~y')| = 0, ar-a:'+(y-y')g=0, 

n?oranB 

X — X dy dy * , 

dx dx' 

2)lan ftct;t atfo äuerfi, h(\% biejenige gcrabc ßinie, beren Sänge 
ein Sötajrimum ober SJlinimnm ifl, beibe (Surüen juglcit^ 
nnter regten SBinfeln fc^neiben muß. SSifbet man ferner 
bie !Differentiatt)er^äItnijfe ber jWeiten Drbnung, unb unter? 
brütft fogleit^ biejenigen ©lieber, welcf^e vermöge ber vori- 
gen ®fei(!^nngen 9luff werben, fo erßält man 

dx'^ ^ y (^_3r')«+(y-y )» ' dxdx ~ y(x^x')^+iy-yi 
d^^"^ V{x^xy + iy^y)* 

S)araud felgt, ba^ fftr bad ©tiireten eine! aDtajnmnm ober 
SQlinimum {nuä^^ bie MbcQ ®rSpen 
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l + (t)*+(,-,')g»..M + C0-&-,')^ 

einerlei Sorjeit^en er^nltcn mttjTcn, unb übcrbics bic ®ebins= 
flung erfüllt irerben mu^ 

('+lf;0*<['+(§)'+(,-»-)g]['+Cf)' 

J)iefe Ic^tcrc SBcbingung fd^Iieft übrigens bie DDtige \6)on 
in fi(^. 

0t<Utt»e aRortma unb aRtnima. 

§. 153. ^ättfig flnb bie geflickten Söertl^c ber 93erfin^ 
btrlic^en, trelt^e eine gewiffe Function V ju einem ffllajrimum 
ober ÜJünimum machen foHen, au^erbem noti^ gewiffen gege* 
ienen SJebingungen unterttjorfen, ttelt^e burdi ©feic^ungen 
unter i)iefen SJeränberlit^en auSgebrütft tt?erben. SJlan f)at 
e8 in folc^em Saffe mit ber ©eflimmung eines relatiDcn 
SRayimiim ober 3Jlimmum ju tljun. Sfuö §• 2 ifl übrU 
gens flar, ba^ bie ?fnja^t biefer ®Ieicf)ungen notfjttjenbij 
fWner fein muß nl8 bie Sfnja^I ber SSeränberlic^en , Don 
i)enen bie üorgelegte Function V abl^ängt. 

6§ fei j. §B. g^egeben 

uni bie JBeränberlic^e» x, y, % feien tiberiiee an bie Se« 
bingungSgleici^ung gebunben 

^^ l eint gtgebent Function Den w, y, z be^eic^net !Det 
SBeg, toüäjtt ^6} ^et am natürlit^ften barbictet, icirb ber 
fein, bie ®btii^ung £ s=s in Squg auf eine ber SBerSn«» 
ierlii^en, j. SB. «, aufjiilöfm unb ben erl^altenen 8EBfct§ 
^" fi^f 9r ^) SU föbfHhiiren* 2>ie f$unction F mirb aUs> 
^^nn mtt no(^ bie betben fSeränberlit^en s unb y entl^a(i? 
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im, tvel^t nun MDig utia6§Angtg {inb, un5 man l^at alfo 
batnit mieber ben früheren 9aU. 

. @6enfo wenn unter ben brei SBeränbetlic^en x, y^ «, 
bte beiben {&ebmgung9g(et(^ungen befleißen 

L«:0, jr = o, 

fo mirb man aud biefen ®(ei(i^ungen bte SQert^e t^on j 
unb z buv6) X audbrUden^ unb fubfKtui^t man biefelben 
in f{Xf y, z), fo enthält bie Sunction Y nur no^ bie 
einjige unabhängige 93eränber(i(^e x. 

!S)a ed aber nic^t feiten f(^n)ierig unb felbfl unmöglii^l 
tjl, bie angegeigten ©liminaticnen ber Seränberlic^en mitj 
$fi[fe ber gegebenen Gleichungen »irfltc^ auSjufü^ren, [o 
mupte man noti^ auf ein anbered SSerfa^ren SSebai^t nehmen. 
"SXüin gelangt man burd^ bie SSemcrfung, ia^ bie SSebin? 
gung bed SJlapmum ober äßinimum ber Function V for« 
bert; ha^ man ^abe 

»Äl^renb jugtei^ bie X)ifferentiation ber 5Bebingung9flIei(^un9 
L = gibt 

SEBären nun bie SBeränberlid^en x, y, z DöOig unab^ängi^, 
fo würben bie S)ifferentiale dx, dy, dz »iOffirlid^ fein, unö 
bie erfie ®Iei(^ung tofirbe mithin jur not^ioenbigen Sofge 

5aben, la^ einjern^=0, ^=0, ^ = 0. «er 

bie Sßert^ biefer !Di{ferentia(e mttJTen {uglcic^au^ ber imeiten 
®Iei^ung @enflge leifien. SJlan »trb bef^alb jueor au6 
biefer )h)eiten ®Iei^ng ben SSert^ Don einem biefer ÜDift« 
rentiaCe, }. 93. Don dz, bilben unb benfelben in bie erfie 
®(ei(^ung fub^tuiren, meldte fobaiin aCfo mir no^ dg unb 
iy ent^Mt. 3)ie ®rieber, mel4;e bieft beiben X)ifferentia(e 
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ots {foctor ent^ten, ft|}t ittAti barauf ein)eltt ^Uxif 9tnVi, 
uni erhalt fomit jmei SCeic^ungen gwifc^en d?, 9, 3i, totlift 
in Serbitibutts mit ber gegebfnen ®IeU^ung L »= bit 
grfud)ten 9Bert^e btx brei fBerAnberli^en licfrtti. 

98enn {tDei 93ebingungdg(eic^ungen 1==^ unb Jir= 
gegeben ftnb^ fo bilbrt man bie btiben !l)iffrentia(g(ei(^ungen 

äs * äy ^ * dz 

dV dV 

mit beten ^ülfc man au8 bcr ©teit^ung "jr ^^ + ^ 4? 

<|- ^ ik = jmti üon btn S)ifferentialen dir, dg, dz 

eliminirt. !Dlf übrig bfeibenbe ©lei^ung wirb in ^tu 
Mnbung mit ben beiben gegebenen ®Ieic^ttngen L »s 
«nb if aas bie gefönten SBert^e ber brei SBeranberliAen 

(e6en. 

S)iefe 5!JJet^obe bleibt anirenbbar, mie grop and^ bie 
^ btx SScränbertit^en, üon benen bie gunction V ab* 
t, fo tüie bie ?fnjabl ber S3ebingung8gleic^ungen fein 
mag. @ic erforbert immer nur Eiiminationen au6 ®lei* 
(jungen t)om erflen ®rabe, ober linearen ©feic^ungen. 

§. 154. 3u bem nämliien Slefultate gelangt man 
öitr ani) auf folgenbem SRege, ber für ben praftifc^en 
®cbrau(^ weit einfacher ifl. (58 fei V eine f?unction ber 
9etäiiberli(^en v, x, y, z, jc., welAe ju einem SWarimum 
ober 2)linimum Werben foll, unb baneben feien mehrere 
Sebingungegleic^ungen gegeben, L=0, Jf =0; iV=0, 2c., 
^tnen biefe SBerAnberfic^en genügen follen. IDlan bi(be bie 
Dijferentialglei^wngen dL = Q, dM = 0, dN = 0, tc, 
wultiplicire biefelben ref^). mit ben unbefhmmten gactoren 
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X, fi, Vf 2c. nnb abbite fle ju bct ©let^ttng 4fr =» 0, fo 
»ttb man We eitijige ®IeW^tttig er^aftttt 

ober auSgeföl^tt 

Söenn mau nun 5en unbeflimmtcn Sattoren X, \i, v, it, 
angemeffene ©ert^e Beilegt, fo fann man toiurt^ bie 
(Soefficienteu betjeniflcn Differentiale ju 5RuII merbw laffe«, 
lüetd^e man eliminiren millj ^inter^er fjai mau fobann 5ie 
Soejfirienten ber übrigen SDijferentiale, meiere wiHfürl^ 
bleiben, gleic^ 9tull jU fefeen* J)iefe8 fomrat aber auf 
baSfelbe l^inauS, art ob man alle SSeränberlic^cn loie un^ 
abt)ängige anftef;t, unb folglich in ber üorfie^enben ©Icit^unj 
bie ßoejfirientcn affer Difercntialc dv, dx, dy, dz, k. ein- 
jeln gleid^ Sluff fefet. SRan erl;ält baburd^ ©reic^ungcn, 
meiere in SSerbinbung mit bzw gegebenen ©lei^ungen 
1=0, ^»"=0, iV=0, ac. genau bie nötf;ige Sfnja^I geben, 
um barauS fotool bie unbejlimmten gactoren X, \i, v, jc, 
eliminiren als aud^ bit gefuc^ten SBertße ber SSeränbec^ 
liefen », X, y, z, k. befiimmen ju fönnen. 

§. 155. @s fei j. 83. unter äffen rec^tminf figen ^a- 
-ralfelepipeben, beren Dberpd^e gleidi ber Ba^l a* if?, M- 
jenige ju befiimmen, meines bm größten Sn^aft M. 
SEBenn x, y, z bie brei ©eiten bea ^aralleleijipebon bejeicö' 



mtv fp t^ bit Shmrtioit, »ri^ ein SRA^mum H^erben foB, 

im& auferbem befielt lutter ben bxti äkränbetlic^eu bie 
Seimgungagbtfl^ung 

2 i^y 4" ^* + y*) *= «•• 
3li4 bem oben ©efagten bifbet man bie Ofe^ung 

yz.dx -{- sz.dy -{- anf.dßi | 

+ ^ [fy + Ä) dkp + (a?+Ä) d'y + (ip+y) rf^]) ' 
ttorau§, wenn man einjeln bie mit bm Differentialen dx, 
du, dz berjafteten ©lieber gleit^ 9tua fefet, 

eiiminirt man nun juerfl X, fo fommt 

^ = y = Ä, 
tmb fobflttn mit 9lütffi^t auf bie gegebene Sebingung6s: 

gleit^ung 

^=»=^= y? 

5)as gefuc^te ^^rafferepipebon tfi alfo ein SBfirfef. 

Um nac^juweifen, baf biefee Slefultat wirfll^ einem 
9!}njimum entfprid^t, betrachte man in ber ®nttt3icfelung 
ber 3miction F = xyz baB ©lieb ber jlrciten Drbnung, 

z.dxdy-^-y.dxdz-^x.dydz, 
©oll ein anapmnm flattfinben, fo mu^ biefeS ®fieb, nai^^ 
fcem mön bartn a? = y = jc gefej>t \)Oit, bejiänbig einen 
ncgatioen SEBett^ beflfeen, wel^eSBert^e man auc^ für fir, 
rfy, dz fe^n mag^ üorauSgefe^t jeboi^, ba^ biefe SSSert^e 
ber gegebenen Sebingung8gleid^ung ®enäge leiflen. gür 
a? = y =a= Ä erpit man aber 

x (dxdy -^ dxdz -j^ dg dz), 
Mb für biefelbe «nnaljme gibt bie ©ebingungSgleid^nng 

^ + % -|- «te = 0. 

Sliminirt man nun dz mit §ülfe biefer ®Iei(^ung^ fo \m^ 



ITf 



II¥.«i^|»Mi 



V-Ülr^ 



jiNinMt fbi) baB in fMt pfymbt Mitbbtt v^iim Oxb-^ 
nttfifl in 

— X (jLp* -^ dapäff -^ ^*) 
nnb bleibt mithin fQr ade äBert^e, tottift man f&r ds tini 
,, 4fy ffj^en mag, 6cf}An5ig ne^atit». 
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XV* aDiffertiiHale bcr 8(li<^e titi^ bee 0«0<ti« ettuv Citem. 



§. 156. €6 fteffc JTm, gig. 31, ben aSufltn einer 
6urt)e üor, bereu ©rric^ung 

in aSejug rtuf bje reti^trüinFligen Soorbinaten x unb y ge^ 

geben \% Unter ber glätte biefer (Surüe oerjle^t man i)en 

»attm, lütl^r jttife^en ber Sf^fe ber x, bem »ogen ifm, 

»ifl. 31. unb gtwi beliebifl geiüä^Iten Dr^^ 

binaten FJf unb pm eingeft^Ioffen 
liegt, ffietrac^tet man bie erjlf 
iDrbinote PM als feflile^enb, unb 
üerße^t unter x Un üeränberfii^cn 
«bflanb op, fo ifl offenbar 5ie 
. ©röfebergläc^ePifiiniieinegunc:^ 
f y * tion ber «fbfdffe x , weft^e Don 
ber 83ef(^affen^eit ber Surüe ober i>ün ber gunetio«7W 
abfängt. 3ene neue gunctiou fott ^ier mit u be^eie^net 
werbeu. aiku fu(^t ben ?fu8bru(f i^reö a)ifferentiate, 5. 1). 
berjenigen Sfenberung, »etc^e bie Function u erWbct, wenn 
bie Sfbfciffe x um btvi unenbti(^ fleinen ©etrag dx geän^ 
bert wirb. 




Sm bem@tt{^e nrl^me man juerfl an, opt)bttx4kibm 
{1(9 um bie enbdd^e ®r5^e A^r^ tDtli)t bnvd) pq batgrfbOt 
toirb. !Die ^(ä(^e ti tuirb fobann um Au ober um bae 
£rat)ej pmiijr mat^feU; unb man f ann immer A^ Nein ^enug 
üorauBfe|en, fo ba^ bic gunrtion f{x) in bem Sntcrtjaffe 
pj bcflänbig junimmt ober beflänbig abnimmt, mithin biefee 
txa^H jrüift^en ben beiben 0teri^terfm t>on ben §ö^en pm 
unb }« imb ber gemeinft^aftlic^en ©runblinie pq enttjalten 
ijl. SJlan fann alfo [^reiben 

Att = (y 4" <*>) ^/ ^^^^ ÄS ^^ * "^ ^ ' 
wo 0) eine ®rö^e bebeutet, beten abfolutet SGBert^ geringer 
ijl als berjenige üon Ay. Oe^t man nun ju beiben (Seiten 
biefer legten ©leidjung ju ben Oräujcn über, inbem Aj? }u 
9luII wirb, fo erhält man 

^ = y, unb du = y^x. 

J)a8 !I)ifferentiar ber glätte einer 6uroe Ifi alfo glcit^ bem 
^robucte aud dx unb berjenigen «Function Don x, meiere 
ben äBert^ ber Orbinate y audbrädt. Ober, n^enn man 
»ill, bie Slädje ber ßuroe ifi biejenige primitioe Function, 
üon meU^er bie Drbinate la^ $)ijferentialDerI;ältni5 ober 
bic berioirte Function ber erflen Drbnung barfleBt. 

§. 157. 9Äan betrachte femer bie 8änge bes ®ogen8 
einer Suroe, welcher fi^ üon einem beliebigen fejleu y imfte 
HL, ?5ig. 31, bis ju einem fünfte «i erflrerft, bejfen Sfbfciffe 
op bur^ X bargejkßt n:irb. X)iffe ßdnge fann ro'xz eine 
Simction ber Sfbfciffe w angefe^en werben 5 fie ttJtrbe mit 
bejeic^net. Solan fu(^t ben Sfuöbrudt i^ree S)ifferentiate. 
@8 fleffe pq bie enblit^e 35ifferenj Aar bar, meiere im* 
mer Hein geniig angenommen werben fann, fo ha^ nic^t 
mir bieOrbinate y in bem 3nteri?aBe pq beflänbig juitimmt 
ober beflänbig abnimmt, fonbern a\x^ ber ganje juge^örigc 

9?a\)ieT, JDfff.-HnbSntegrdr. I. 53anb. 12 
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©ogeii ^s obtx m» feine SoncatitSt nai) einerlei Seit 
^in a^eiifcet. ^an fann fobnnii, ö^rn^f ^^" befonutn 
@ä^en üon «fn^imebeS, We Sänge bitfes SoflmS anfebei 
als enthalten jmifcben fcer ßänge feinet ©e^ne um iinb 2'm] 
ber Steile mt + fn ber Sangenteu feiner beiben gnbpunftf 
9ttfc ijl um fo nte^r ber 93oflen enthalten jmifdjen bcu bei 
b«n Ingenien mr unb iw; benn mr ift Heiner a(S 5i 

@ct}ne, unb «^ ifl größer ata mt 3)a nun -^ bic trigcno: 

metrifc^e Tangente beö Söinfetö barfledt, weld^en bie San: 
gente im fünfte m mit ber Sft^fc ber s einfd)Iie^t, fo k 

man OTr = Aa? ^ 1 -}- f^*} • ®c^t man ferner jur ?ft= 

fftrjuug (p (o;) = |/l + T-^j , fo mirb cp (a? + ^) ^^^'' 

jenige 3öert^ tjou (p (a?)^ me^c^er bem ^nnfte n ber ßiirw 
entfpric^t. Sfifo ^at man fw = Aa: . cp (« + A^)- CM 
wenn man (p {a?-4- Aa?) nadj bem Sal;Iof ft^en ße^rfa|e ent- 
widett unb bie »eibe mit bem ©fiebe ber erften Drbnuiw 
abbrid)t fo ifl A* flcf§ entl^ttlten jn?ifd)ett btn ©rö^cn 

Aar . (p (a?) unb Aa? . j tf (x) -]- '^ "^ Aar j. 

ajtan fann alfo ft^reiben 

A« 
A«==:Aa;. [(p(ap) + ü)], ober ^=:cp(a?) + ü), 

roo 0) eine ®röße bebeutet, bereu abfdiuter SBert^ geringd 
ijl al6 berienige Don ^■^<^+^'^^) ^^ r^axan^ foigij 

inbem man jn beiben ®eiten ju ben ©räujen für m^ 
fc^minbenbe Aa; übergebt, 

§. 158. 3n bem ©orfle^enben tfl" bie SSorauöfetiin^ 
genmc^t »orben; ba^ bie Otbinate, uon toelc^er au8 
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?Int^e u ßejä^It mirb, ober baj bct fefle ^uiift ber 6urDe, 
Don ircldjcm au9 ber ©cgen « gereefinet irirb, eine fofc^e 
8n(}c befifef, baf » tinb # flFeli^jciHg mit x wat^fen. Söetin . 
e8 P(^ rntgegetigefelt üetl^ielte, fo müpt« man i^ren 3>ifff== 
tentiafeti ba9 5Borjeit!^en — geben, unb [(^reiben 

Ueberbiee änbert P^ ba8 IBj^rjeic^en bee a5iffcrential9 
du mit bem SSorjeic^cn ber Drbinnte yj unb im allgemein: 
nen, fobalb man bie pojttioen y t)ün unten nad) a^itn jä&It, 
M man bie Steile ber Släc^e einer 6urt?e, roelcbe ober^ 
ftalb bet 9f(^fe ber x liegen, al6 pofitit?, unb bie Steile, 
tretc^e nnterfjalb biefer 9Ic^fe liegen, als negatiü an^ufe^en. 



XVI. Ißetül^ttttig rbenev 6itrtiefi. 



§• 159. ^an fagt fon jn?ei (Surfen, fie berühren 
finanbcr, fobalb fte einen gemeinfdjaftlic^en ^unft unb in 
bcmfelben eine gemeinft^aftlic^e Sangente bejifeen. SBenn 
ferner jft?ei (Surfen pq unb r* eine britte Suroe mn in btm 
nämfi(^en fünfte M berühren, fo ft^reibt man ber guroe 
pq, ttjeldje jn)lf(^cn ben btiben anbern ^in^ur(^ge^t , eine 
innigere S3erti[;rung mit mn ju, al6 ber 6urt?e rs. 3n 
tiefem @inne ^at man ^Berührungen üon ^b^eren 
Orbnurtgen unterfrtiebeu , beren ^cnrtjeic^en leiefet au§ 
ber ffietrnt^tung ber X>iffercntiafbcrl;altniffe ober beriDirten 
Functionen ber t)ö^eren Drbftungen abgeleitet merben fönnen. 

12* 
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ßs feien 

y = f{x) uni) y = cp(a?) 
bic ©Icic^uiiöcn jmeier ßMrücu in 93ejug auf reci^ttuinflig 
Eopttinaten j a? bejeic^ne fcie Sfbfciffe beö 5en btxitn Sumr 
gemcinfc^aftlic^cn ^uuftö/ unb x -{- h iit Sfbfcijfe eine 
bciiaitbarten ^unftö. !Die Orbinaten biefca Ie|tereu mi^ 
ben fübann refp. auögebrüdtt n^erben burr^ , 

I 

SSefifeen nun beibe Sunden in bem fünfte, beffen?[bJ 
fdffe X ift, eine gemeinf(^aftli(^e Sangente, fo ^ai mar 

nic^f nur (p {x) = /"(a;), fonbern audj ^'J<^> ^j^ 



©obalb biefer ffiebingung ©enflge gefc^e^en iff, fo fanij 
man aber auc^ fieser fein, bof feine britte ßinie, bercrt 
®leid}ung etwa y = t|)(a;) fein mag, jroifd^en ben Mm 
gegebenen Surüen ^inburc^ge^en fann, wenn man ni^l 

gIei(ftfaO0 ^«t-^^^ = -^^^^ Denn bie S^ifferenj 5n 

Drbinaten ber beiben gegebenen Surfen, für einerlei Sfb- 
fciffe X -^ h, fann auSgebrüdft werben burc^ 

<p(£-j-öA) d^ , f{x '\'Qhy \ Ä^. I 

dx^ Ar« y 2 ' 

bagegen wenn bie inJftebe fte^enbe Sebingung • nit^t erfüllt 
tüäre, fo würbe bic SDiferenj jWifc^en ben Drbinaten bcr 
britten unb erfien ßurüe ausgebrütft Werben burt^ 
fd.'^jx) d.fiiv) ^ . , rd^.^ix+dh) _ gP./'(j?+eA) Y^ I 
\^ dx dx J '^\^ dx^ dx^ ^2' 

3n biefen STuSbrüdten btbmM 8 eine unbepimmte unb 
jwifc^en unb 1 enthaltene 3a^(, welche in bm i?erf(^ie= 
benen Sunctionen üerfd^icbene SQ3ert§e ^aben fann. ?f6er 
man fte^t leidet, ba^ für [;inreic^enb f leine SBert^e ton h 
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bcr leiste ?fu8brudt ftetS größer gcmad^t ircrben fniiii, afö 
5cr crftej trelifcea (tm beutfidjjlen wirb, wenn man juDor 
bcn gemeinfc^iiftlit^en ?5actor h au8 bciben Sfuöbrttrfen 
^imiuätüirft. Sülglic^ fann eine ßurüe y = i|)(a?), für 

treidle man nidjt §at-^— = '^^^ , nic^fjwift^en ben 

tfibfu gurren y =^ f{x) nnb y = <p(ar) ^inburci^fle^en^ 

für meiere man i)ai ^^ = ^^. 

3wei ßinien, welche einen gemcihfci^aftfit^en ^unft 
Befi^cu nnb fi\r wel^e überbieö baB S)ifferentialt>er^ältniß 
ber erflen Drbnnng ber Drbinate einerlei SGBertb in biefem 
fünfte ^at, ge^en mit einanber eine JBerüljrnng ber 
erfien Drbnnng ein. 

§. 160. SJtan neftme ferner an, baß für bie teiben 
gegebenen ßurüen bie S^ifferentiafDerljälhnffe ber beiben 
erjlen Drbnnngen einerlei SBerttje befi^en. T)it I)ifferen5 
unter benjenigen Drbinaten biefer beiben Surfen, wetcbe 
ber Sfbfcilfe x -\- h angehören, wirb fobann auSgebrüdft 
irerben burcfc 

/ <f8 . (p(a?+9 A) _ (f3./'(3?+9A)" \ j^ ^ 
V dx^ dx^ ) 2.3^ 

^^%%z\\ für eine britte 6nrt?e, weldje bie erfle berührte, 
jebot^ o^ne fonfi ber in fftebe fieljenben ffiebingung jn ge= 
nügen, würbe bie ^ifferenj ber Drbinaten auSgebrürft 
lücrben bnrcb 

\ dx^ dr^ y i ' V dx^ dx^ y2,3* 

llnb ha ber le^tere 9fu8brntf, fobalb man h nur Hein genng 
flunimmt, jteti größer wirb alö ber erfiere, fo fann mithin 
bie britte Surüe niemals jWifdjen ben beiben anberen ^in^ 
biiri^geben. ®ö wirb fotglid) feine Snrt?e; für welt^e nic^t 
bie !^iffercntia(Dert)ältniffe ber beiben erjlen Drbnnngen 



gleich bencn t>er Sutoe y ^:=^ f{x) Pnb, jmiföjcn bicfer 
©uTPf wnb brr ßurüc y = <p(a?) ^infcurc^fle^en, füt tuelcbc 
bie gcitannte ©leic^^eit pattftnbct 

S3on ginicn, für tt?eld)c in cimm gemeinft^aftlie^cu 
5?uiifte bie ®iffcrcntialt?cr[)ättniffc ber beiben erpcn Orb- 
Tiungcn einen gemeinfc^nftfii^en SBerH) beft^en, fagt man,! 
pe gcften mit einanber eine ©erüljrung itx jiceitenl 
Orbnung ein. , j 

§. 161. §fnf bie angegebene SEBeife fann man fort- 
fahren, iinb man nennt nberCjanpt eine SSertt^rnng ber; 
fiten Drbnnng biejcnige-, roo für bie Beiben (SurDenl 
y=/'(a?) unb y=r=cp(ir) fotüot bie 1?nnctionen f{x) nnb! 
(p(a:) als anc^ bie n erflen 35ifferentialt)er^äItniiTe berfefben! 
für einerlei Sfbfcitfe x einen gemeinfc^aftlit^en SBcrt^ an=:! 
neljmen. 3)iefe ^^erü^rung wirb fobann babnrt^ näljerl 
djarafteriftrt, i>a^ feine anbere ßinie y = "^{x) jn^ifd^enj 
jenen beiben Snrüen ^inbnrc^geljen fann, n^enn pe nic^t 
glei^falls ber SSebingung genügt, ia^ bie n erpen ^ifff'l 
rentialüerßäftnijfe ber ??nnction tl> (a?), für bie namlid^el 
?fbfcijfe X, ben n erflen 2)ifferentia[t}er6äItnijTen ber ??unc=' 
tion f(x) gteic^ werben. SCRan nui^ bie ^aijZ fo anfetjen, 
al8 ob Derfd)iebene ßnrcen, tt?el(!^e fti^ in einerlei fünftel 
bcril^ren, eine beflo innigere 93erü[;rung mit cinauberj 
eingeben, Je größer bie Sfnjaljl berjenigen J)ifercntialc>er=j 
bättnijfe ifl, bcren SBert^c jufammcnfaHen. 3)ie 9fnsaW| 
ber gemeinfc^aftlic^en 3)ifferentialt)ert)ä[tnijfe untcrfc^cTbetj 
bie Berührungen ber üerfcfeiebenen Drbnungen, tücl(bc Un-j 
terfc^eibung burc^ bie (Beometrie allein unmöglid) feini 
würbe. • I 

§. 162. 9toc^ fann man bemerfen, ia^ jwei 8inien,i 
weld^e mit einanber eine 83erü^rnng 5er erjlen Drbnunfli 
eingefien, fic^ im allgemeinen \\\&)i fe^neiben, tt>eil bif| 
3)ifferenj ber SDtbinaten in ben benachbarten fünften,! 
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ttflt^c A* atö ffactor tnt^ält, nid^t mit h il}r SBatjeii^eii 
än&ert, SBcnn bagcflcu eine aSerü^ruufl ber jtüeiten Drb«. 
luing eintritt, fo fd^neifct« pd) i)ie ginicn, tütil bic 35iffe:s 
renj bcr Dtbinaten in beu benachbarten ^nnftcn bcn 
giictor Ä» beftfet, alfo mit h \l)x aSorjcic^en änbert. Ueber= 
f;aupt lüerben jtüci ßinien bei itjrer SeriUjrun^^ einanber 
fdjneiben ober nidjt, je natJ^beni bie ©erütjrung öon einer 
ijcraten ober bon einer iingeraben Orbnung iff. 

§. 163. 3)ic einfadjffen 8ln»eii, meldje nuvn mit einer 
(gegebenen (Eutue jirr SSeröl^rnng bringen fann, pnb öit 
parabo(if*en Sinten*). ®9 fei n?ie biStjet 

bie ®(eid)unfl ber gegebenen ßnrtie, nnb 

y :=: A -^ Bx -^ Cx^ -{- Dar» + ,... + I^J« 

bie ®Iei(6ung einer paraboUfdien 6urüe \>tm nten ©rabe. 
X^ie ?fnfgabe befhijt fobann barin, bie confianten (Soeflcl^^ 
eilten^, B, C, B, . , H, fo jn beftimmen, ha^ bie para=^ 
bolifc^e SnrDe in einem ^nnfte, beffen (Soorbinaten x unb 
y fein mOgcn, mit ber gegebenen ßnroe eine ©erü^rnng 
ber nten Drbnnng einge[)e. SSermöge beö aSorbergc^enben 
tritt biefe ©erübmng ein, n?enn bie SBertbe bon y, 

S' S"' • • ^S' *^'^^*^ ^"^ ^^^ '"''^"•^^ ©feic^nng 
fofgen, für x ^= x bcnjenigen SEßeriben btr nämlid^en 
Örößcn gleid) tücrben, meldje fic^ anS ber erjlen ©feic^ung 
ergeben- 9(ber iie 93epimmnng ber (Sonftanten Ä, B, C, 
. . , H, Wirb fofort biefer ©ebingnng gemäf an§gefül)rt 



•) Ddton $u untfrf<^eibm ftnfe bie ^atabfln ^ö^rreTOtbnunflm, tarn 
Ballen fact^uttli. 
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fetH; menu man aCd ®Ieid?utfA btx .()<ira6olif(^en @urDe 
amiimmt ' 

■^c^j;'» 2.3.4. ..n' 

rvie ficf) ot;nc 2Jtü^c betücifcn läft 

Die ©Icidjung 5cr bctrad^tctcn paraboUfc^en (Surtc 
entljielt n + 1 iriHfürtii^c SonfJantcn, unb man Tonnte 
i^r eine fflerü^rnng ber.nten Drbnung mit einer 6eliebi:= 
gen flegebenen Kutüe üerfc^afen. Ueber^anpt fann man 
immer jtoifc^en einer gcflebenen Surüe unb einer gweiten, 
beren (Sonflanten no(^ roillfürUi^ jtnb, in einem gegebenen 
fünfte ber erfJeren eine ©erü^rung [jerjleflcn; beren Crb* 
nung um eine Sin^eit geringer ifl, aU bie ?fnja^I ber 
widfürlid^en Sonflanten in ber ®Iei^ung biefer jtüciten 
ßurüe. Denn man erhält jur 85fung biefer 8fufgabe 
immer genau fo Diel SSebingungigleidjungcn, al8 c8 ^en^ 
flauten ju befKmmen gibt. 

§. 164. SBenn man |ic^ auf ben erjlen ®rab be- 
f<^rän!t, fo erhält man einfacher 

Dies ifi bie ©leicbung einer geraben ßinie, wel^e bie 
(Surue y = f(x) in bem fünfte beffen Soorbinaten a?' unb 
y jinb, berührt 3tt)ifcben biefer Sangente unb ber ©urte 
fann feine anbere gerabe 8inie ^inburc^gelegt feerben. 

§. 165. X>ie Oleid^ung üom jtoeiten ®rabe gibt 

tütldjt ®Ieid)ung ber gemö^nlii^en ober ^poHonifc^en 
^arabel angebört, bereu 9fc^fe |)araC[eI jur ^(^fe ber y 
liegt. (Sie berührt gleicJ^faHe bie gegebene 6urDc in bem 
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fünfte, beffen ßoorbinaten x \mb y jinb, ViVi\^ flrijt Aber* 
He9 mit fcicfcr SurDc eine fflerü^rung ber jWfitcn Drbnung 
ein, ober ijl üon il^r, roic man auc^ ju fagcn pflegt, eine 
oöcutatorifd^c 6urt?e. Btvifc^en biefer ^arabef unb 
fctr gegebenen (Siirüe fann feine anbete ?fpoIIonif(f)e ^a* 
rnbef, beten Sfci^fe gleid?faff8 jut ^fdjfe bet y patallel liegt, 
^inbur^gefi^^tt metben. 

§. 166. llebet^upt etfennt man, fobalb in einet 
flfflebenen (Sutue ein beliebiget fJnnft Jf feftgefieHt wotben 
ijl, ^(K^ bie Sfufgabe, einet jireiten Sutüe in biefem 5?nnfte 
eine ffiettil;tnng bet nten Dtbnnng mit bet etfleten ju et^ 
tSeiten, tjollflänbig batauf jntiitffommt, \iCL% bet ®Ieid)nng 
fciefct jmciten Guttje unb ifjten S^ijfetentiafgleic^ungen bis 
jtir Dtbnung n einfc^IieBIic^ butc^ bie 8Bett[)e bet Sfbfciffe 
X bea- spunfteS ilf, bet Dtbinate y biefeS ^unftö, unb 

berDiffetentialDet^öItnifTe^, £C ^. • • • 0« ^^^^^ 
Drbinate ®enüge gefdje^e. 



XVII. Sangenteiiiinb Slormalen ebener dtttufti. Kftittiptoteit. 



§. 167» 3!)ie ®Iei(!^ung bet Sangente in einem bclie^ 
Wgen fünfte einet gegebenen 6utt?e ift, nad^ bemSotigen, 

^iirin Gebeutelt x unb y bie (Soorbinaten be8 93ertt^rungSs 
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piitifte6, imb ^ ift 5er Sßertf; be9 J>tfferentiiilt)cr[)ält= 

niffeö tcr erfieii Qrbming üon btx 'Snmtion y =f{x}, 
mli]tx in beut immlidjen ^^unfte pnttftnbet 

Xu GHeidjung btx 3loxm(\U, voM)t unmittelbar auö 
bcijcnigen ber S^anflcnte IjeicfleflcHt tüerbeu faun^. ifi 

y-y==- ^ (^-A ober aj-aZ + ^-rCy—yj^O. 

dx 

§. 168. Söenii man bic atit^tung einer gerabenSinie 
auöbrtitfen miH, fo benft man fid^ biefc ßinie, fid) felbft 
parattel, nad) bem Wnfangöpnnfte ber Soorbinatcu t^crlcjjt, 
nnb betrad)tet bafclbfl bic beiben SBinfel, welche fie mit 
ben pofttiücn (Seiten ber Sourbinatenac^fen einf^bUefet. So 
mögen a jtmb ß bie SBinfel bezeichnen, meiere bie Tangente 
einer ßnrüe mit benjenigeu >2citen ber ?(d}fen bifbet, auf 
benen man refp. bie pofitiben x nnb bie pofitiüen y ^iit)It. 
35er SBinfel a [)at fobann, unter SSoranafefenng eiiieö 
red)ttt}infligcn 6oorbinatenfl;fiem8 , ju ferner trigonome^ 

trift^en S^angente ben 5fu8brudC^, unb ber (Softnuö beö 

SBinfelS ß ifl immer gleich bem @inu6 bee SBinfela a. 
9fIfo t;at man 

^ « o dx 

cos a = — ; cosp = 



SBenn mau ebenfo mit ^ nnb jx bie beibcn SBinfel 
bejcid^net, meldjc bie Jlormafe einer Surre mit ben jenigen 
Seiten ber 9fd)fen einfd)Iießt, auf benen man refp. bie pofi= 
tit?en X unb bie püfttiücn y jätjlt, fo [}at ber SBinfel l ju 

feiner trigonometrifd)fn Sangente ben ?fuabrucE ji-, 

dx 
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unb btx Goftimö bc8 9Binfel0 fi ifJ immer flieicb bem 
einnö bc9 SEßinfelö X. golöfid) t)at man 



cos X = 



dx 



cos )ül = 



ffltan fann iiac^ ©efatten bie aBurjel9rö^e|/l+r^Y 

mit bcnt fBotjeid^en + ober bem Siorjetdien — ncr^meiij 
nber man mu^ itjr in ben ?fuöbrücfen für bie Eojtnnö 
ber beiben SBinfel, vot\i)z ju einerlei ßinie gehören, and) 
einerlei SBorjeidjen geben. ®emSß bem SBorjeit^en ber 
SSurjeJgrö^e bejie^en fttfc namlitft bie beiben SBinfel ent^ 
Ureter auf bie eine, ober anf bie anbere ©eite ber iJinie, 
pom 2fnfangSpnnfte ber ßoorbinaten au8 geredjnet (So 
l S. menn bie SBnrjelgrö^e pofitiü genommen ivirb, fo 
i?crjie[}t man biejenige (Seite MS, ?ftg. 32, ber Tangente, 
8ig. 32. n)eld)e in ©ejng auf ben ^nnft 

M wcii) ber (Seite ber pofttiDen 
X liegt; unb ebenfo biejenige Seite 
ifiVberSftormale, me(d)e in 9?ejng 
anf ben nämlid^en ^unft nach 
ber (Seite ber pofititjen y liegt. 

§. 169. 9Jtan fann ant^ 

^ ^ ^ nadj §. 157, wenn man njie 
bort mit ds tci% ©iferential be8 S3ogen8 ber ßurüe be- 
jei(^net, bie SofinnS ber SBinfel, n^elc^e bie Sangente im 
5)unftc>J!f mit btw Sfc^fen ber x unb ber y bilbet, auS- 
brüden burdi 

dx' dv 

cos a = —r , unb cos ß = -^^ , 
d5 ' *^ ds 

unb ebenfo bie 6ofuui8 ber SBinfel, loelc^e bie 9lormaIc 
mit ben Stufen ber x unb ber y einfc^Iie^t burd} 
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- du . dx 

cos /. = — ^, , unc cos (bt = -j7- . 
ds ' ^ ds 

3n Ncfen gormein fann man ba8 eiement ds nrtd^ ®e:= 
fnllen mit 5em SSorjcic^en + ^^^^ ^^^^ SSorjeic^cn — 
betjaftct anfc^en, »eil ni(^t6 im t)oran9 ben ®inn fcjtf}e(It, 
in melt^em ber Sogen s gejäl^It trerben feil. 9f6er in 
ben beiben jnfammengeljörigen Formeln mnf jeneö 3)iffe= 
rential immer einerlei SSorjeic^en erhalten j unb je nadjtem 
mon ds pofttiD ober negatiD nimmt, benft man fic^ bie 
SBinfet a, ß, ober l, \i bnrt^ bie eine ober bie anbere ber 
beiben ©eiten ber S^cingente ober 9lormnIe begränjt, rüeld)e 
bnrdj bzw S3erü^riing8pnnft oon einanber getrennt werben. 
§. 170. g0 fei M, gig. 32, ein ^unft einer giiroe, 
beren Sangente nnb SJlormate für biefen ^unft man refp. 
bis ju ibren X^nr^fdjnittöpniiften T nnb R mit ber Sfdife 
ber X i?erlängcrt ^at !Die Drbinatc y beS S3erü^rnng6= 
pnnfte8 ifl burd^ PM bargejleHt, nnb überbiee erhält man 
nnmittelbar a\\^ ber gtgur fotgenbe üier ©rö^en: 

c^ . Mrr y' , y r * + C^}' 

3!angente ifT= ^^^^ — — ^^ y 



sin a dy 

dx 

_ y 



©nbtangente FF = -^ — = —^ 

^ tang a dy 

dx 

5rt 



ormaIeüfÄ = ^=,'}/l + (^y 

©ubnormale PR =y tang a = y ~-r. 

T)it Drbinate ifl mittlere proportionale jWifc^en @iibtan= 
gente nnb ©nbnormate. 

§. 171. 35ie ©leit^nng einer (Snrü« nnrb oft in ber 
nnentiricfeften Sorm gegeben 

>(;r, y) = 0. 



S)ie S)iffmntiafflteit^uttfl t)erfcI6cn jüirb fofcann 

unb mnn ^at, gemS^ bem §. 44, ^ = ^. ©efet 

man biefen SBert^ für ^ in bic ©leic^ung bcr Sangente 
§. 167, fo mirb biefelbe 

2J?an fann alfo anS bei* !I)ifferentiaIgleic^nng bcr Snrüe 
fofort bic ©Itic^ung ber Sangente ßerflcffen, menn man 

für baa Scrtjältnip % baa SBerbältniß ^-=^ an bie ©tctte 

fefet. 

"Siit ®(eid)ung bet 9lormaIe loirb auf gleiche Steife 

dP . /v dF , ,. -. 

SDlan fann. alfo gleidjfaHa ana ber ^ifferentiafgleid^nng ber 
ßnrüe bie ©teit^nng ber 9lormaIe bilben, inbem man für 

baa aSertiÄltniß ^ baa SBerljärtniß — ^=^ an bie ©tette 

fefet. 

©ejei^net man ferner, mie oben, mit a nnb ß bie 
SBinfel, meiere bie Sangente mit ben ?f(^fen ber x nnb 
ber y einf^Iie^t, fo ^at man 

dF dF 

cosa= : ^^— cosß= ^S_ 

Unb roenn man mit X nnb [i bie SBinfel bejeitl^net, tüefdje 
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fcic 5JlorniaIc mit bcn Sfdyfcn btx x nnb brr y m\ijl\t% 
fo mirb 

rfF d£ 

^ rfif' dv 



§.' V2. äßenn bic Surüeu mit Sfrmeii t)erfe[)eii fint, 
rceld}e fic^ in8 UnenMic^c crflrerfen, fo ereignet es fi(^ 
jutüeifcu, bap biefe STrme öetüitTni geraben ißinieu odne 
9fuff)örcn untrer inib Ml^tr fommen, ol)ne jebod) jemals 
bamit sufammenjufatten. Solche gerabe Sinien nennt man 
9Xfl;mptoten ber Surfen. 

SJian fanu bie ^If^mptoten anfetjen wie ^nnflentcii, 
beten 93erüfirnngapunft in unenblid>er ®ntferming üom fc 
fangapimfte ber Goorbinaten liegt. 35ie allgemeine ©feit^uiiii 

dF . ,^ . dF , ,^ ^ 

getjbrt einer jeben beliebigen Sangentt betjenigen ßurDt 
ju, meiere bnrc^ bie ©lei^ung ¥ {x, y) = gegeben ijl. 
®ie n^irb alfo einer Sfflimptote biefer SurDe angehört», 
wenn man bie Goorbinaten x ober y beS a3eriU)nni(i§= 
punfteS unenblic!^ gro^ annimmt. SßJiff man bemnac^ bie 
®fei(^ung ber Slf^mptoten einer gegebenen Surüe er[;altfn. 
fo wirb mau au8 ber ©leidjung F {x,y) = benSBertj 
t)on y bmi) x auabrütfen unb benfefben in bie obige 
allgemeine ©leic^un^ ber Sangente ^ineinfefeenj fä^t man 
fobann [}ierin x pofitio ober negatiü unenbfifi^ werten^ 
fo erhält man alle biejenigen 2ff^mptoten, welche niti|t mil 
ber STc^fe ber y jufammenfaffen unb i[)r nic^t paraD«^ 
ftnb. Um biefe le^teren ju pnben, falla e8 beren glMj 
wirb man au9 ber ©leidjung F{x , y) = ben SBcrtl 
t?on X unb y' auSbrücfen unb benfelben in bie nämlit^i 
attgemeine Ofeic^ung ber Sangente ^ineinfe^en^ fä^t mail 
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mm t)ienn y' pofttiü über ncgatiD unenblic^ merbcH; fo 
M man nur uoc^ biejenigcn Slefultnte ju beachten, meldte 
nic^t iWQltiö) einem unenblid^ flropen SBertl^e Don a?' ju^ 

gehören. 

§. 173. I)a6fel6c SSerfnbren fann mitb in bem Satte 
nugeiraiibt merben, mo e§ fi^ nic^t me^r nm eine gerabe 
ihm, fonbern nm irgenb eine beliebige aft)mptotifd;e ßnrüe 
üaiibelt. 5Jlac^bem man nämlic^ nac^ ben 83orf(^riften bc$ 
XVI. 5(6fcl}nitt8 bic ©feic^nng ber ßnrt?e y — if (x) fo 
tejUmnit l}ai , ba^ biefelbc mit ber 6urt)e y = f{x) in 
einem ^punfte, beffen ßoorbinaten fmb a?' unb y\ eine 
Serü^rung ber erjlcn Drtnung eingeljt/ lüirb man bie 
©eflalt, meld)e bie (Snrte y == (f{x) annehmen mnß, nm 
eine afijmptotifdje ßnrt>e btt anberen jn werben, babnrd) 
erfennen, ba^ man in it;re ®Ieicl,ning bie SBert^e Den y 
fcurdj x, ober Don a; bnrcf} y', bie man au8 ber ©teic^ung 
y ~ fi^') nimmt, ^ineinft^t nnb fobann x ober y nn- 
euMic^ grop trerben läft. 

§. 174. ©inige Wnmenbnngen mögen bie Dorigen 
Siittüitfelungen erfäntern. 

3^ie ©leic^nng ber ©ffipfe ober ber ^^perbel in 
Sejug auf iljre 9fc^fen, beren ^a!be Sängen burii^ a nnb b 
bejeic^net ttirrben mögen, ijl 

51 -J- ?* — 1 
% 3)ifferentialgleid)nng wirb alfo 

iinl) gibt 

dy , b'^w 

dx ~ ahf * 

ferner merben bie ®(eic^ungen ber Sangente nnb ber 
5lomiaIe rcfp. 
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|-(^~^')±ii(y-y) = 0, ober J±V^=13 

±i(^-^')--^(y-y') = 0, ober ^^=a?'y Q+ 

Unb für bie §fuabrticfe ber ©ubtaiigente unb ©ubnonnnlf 
erhält man 

(Bnbtanqentt-=: x — ^, ©oBnotmale = 'X- ---, 

Selbe ®rö^en ftnb negatiü für bie ®ttipfe, unb poptiü für 
bie §^pert)el, fo lange man a?' pojttit) annimmt : imigeMrt, 
fobalb man x negatiü annimmt. UeberbieS ifl bie ©ub^ 
tangcnte unabhängig üon ber fleinen Sfc^fe 26, unb fie 
bel^äft alfo j. 33. für ben Äreiö unb für äße gBipfcn, 
XüzMcjt über ber nämlichen großen 9f c^fe 2a conjlruirt ii^er^ 
ben fönnen, ben nämfirfjen SBertf^ ®ie ©ubnormale tat 
ju i^rer Sfbfcijfe, für äffe fünfte ber nämlichen g(Ii|jfe 
ober ber nämfid^en |)l;perbel, jiets einerfei SSer^äftni^. 

3n ber gleic^feitigen §^j}erbcl, beren ©feit^unfl in 
ffiejug anf itjre ?fft;mptoten ifl 

^ = v^ 

unb beren S)ifferentiafgleid)ung 

ydx + icrfy = 0, tüoranö -^ = — -> 
^at man 



®ttbtan0eote =x= — jr'^ ®tthtormalc = 



X 



t . 



2)ie ©ubtangente ifl gleit^ ber ^TbfcifTe; aber mit entgegm- 
gefegtem Sßorjeit^en; unb muß alfo üon ber Drbinate flii8 
nacb berjenigen (Seite genommen werben, meiere t?cn bm 
9fnfang9|)unfte ber Soorbinaten abgenjanbt ifl. 

§. 175. Um bie 9rf9mptotea ber ^^perbel ju fiufccn, 
^ mirb man in bie ©leidjung il^rer Tangente 



XX 



— ?^= 1 



a« 6« 
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am 98nt^ »on ^ ^ineinfet^en, »el.^en tnan au6 5et®rei. 
(^iing ber Suroe — — |j. = 1 entnimmt, nämlidj -^ 

Sa^t man Sterin af nmnbü6) grof tterben, fo fommt 

~T-Y-=0; ober Sf=4: — ^ 

fll8 ©leic^unfl ber gefugten Sffijmptoten. 

§. 176. 3n ber Parabel, »eCc^t burc^ bie ©feid^ung 

I)ar9e{ieOt wirb, ^at man ala S)iffermtia(gltic^uttg 

ydy = pdx, woraus ^ = |/^. 
ÜDie ©(eid^ung ber Xangente wirb 

unb bie @[eid^ung ber 9lormaIe 

y {x—x) + f iy—u) = 0. 

gür bie Stuöbrütfe ber ©ubtangente unb ber @ub* 
normale er^fiK man 

^ttlPtangeitte == 2x, ®itbiuinitale =s p. 

I)ic ©ubtangente beträgt immer ba^ Stoppelte ber Sfbfriffe, 
toelc^e ^ier oom (Streitet ber Surüe au§ gered^net wirb. 
Jic Subnormale ift conflant in ber ganjen ©rjhedfung 
ber gurbe. 

§.177. X)ie ©leid^ung ber log aritrjmif(^e>i 8inie 

y = \o^x 
fiibt; inbem man i^re Soorbinaten unter einanber t^tt^i 
taufest, bie ©lei^ung 
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WO a fcie JBaftö bc6 Ioflarit§raif(^en @VP^«*ö bejei(^tut, 
tüeldjc ^ier immer größer al6 bie (gintjeit üorauöflefeft 
mifl). 35ic ©iferentialflleic^unfl biefer (enteren »itb 

dy = la. a* rfj? 5 
unb barauö crl)ält mau für bit ©leU^ungen berXatifltnte 
unb ber Slormale refp. 

!ß — y=la.ä^{x^ x), 

gerner finbet man 

9f(fo ifl bie (Su6tiingente confinnt unb glei^ bem S)lot)iiIit6 
beö loflarit^mifc^eu (St;flem6. S)ngegen bie ©ubnormiili 
nimmt rafi^ %\x, tvenfi ber 93ertt^unga))unft flc^ tne^t 
unb me^r üon bem ^Tnfange ber ßoorbinaten entfernt. 

SGBenn man nad^ ber SBorfd^rtft bea §. 172'in^ei 
©leic^ung ber Sangente für y feinen SEBett^ V^ nn N( 
©teDe fe^t, fö fommt 1 

y — a^ :=la.(f (x — x'), I 

unb läft man hierin aj' =s — oo n^erben, fo DertuanWI 
[xi) biefe ©teic^ung in I 

y ^0. I 

daraus folgt, ba^ bie Sfc^fe ber x ?rftjmptote ber Gurci 
nad^ ber ©eite ber negatiüen x ift, 3n biefer §erfeitiin 
ijl ju bemerfeU; ba^ man als btn SBertl; beö ©IWefi 
-- X <f anfe^en muß, h)enn man barin o?' = — CXD lucrteij 
laßt. 3)enn biefeS ^robuct ifi gfeit^bebeutenb mit ^enj 

93ru(f)e--s?; trenn man in biefem a?' = 00 nimmt. Stufl 

ifl a > I , folgliii^ /« pofitiü. 35ie ®lei(^ung beS §. lOTi 



Sit Sflormale trifft immer 5ie Vi)\t btt x in ^em fünfte 
r, ^fl. 33, wo biefe ?fi^fe öon bcm rrjcuflenben Ärrife 
icrü^rt mirb. !Die Saiißente ge^t bur(^ ben gegenüber» 
lieacnben ^unft « beö 35urc^meffer8 r*. 



Will. ftrftmmiitid6frei< im^ Steinten thtMtt Ctiüicii. 



§. 179. ajie einfac^fle ßinie nfl^fl ber gerabenßinie 
ijl ber ÄreiS/ unb ba bie allgemeine ®{ei(^ung be6 ifreifed 
brci gonflanten enthält, über welche man nad^ OefaHen 
üerfiiöcn barf, fo fann man einem Greife eine fflerü^ning 
i)cr jroeiten Örbnung mit einer gegebenen Knrbe ertl^eiten. 
Dabei treten bie begriffe ber §§, 159 k. in Äraft. 68 fei 

bit ®Iei(^ung einer gegebenen (SurDe, unb 

bie ©leiti^ung einee Äreifeö, in weld^er a wnb ß bie (Soor* 
binaten beö 9JlitteIpunft8 unb q ben§albmeffer bejeic^nen. 
1) 9lac^ bem JDbigen gibt man biefem Greife eine JBe* 
tüljrung ber erflen Drbnung mit ber üorgelegten (Surüe, in 
einem fünfte M berfelben , beffen (Soorbinaten x unb y' 
fmb, wenn man bie Sonjlanten a, ß unb q fo befHmmt, 
ba^ ber ®Iei(^ung beö Äreife8 unb iljrer S)iffercntialglei^ung 
btr erjlen Drbnung, nämtic^ 

t)ut(^ bie SDBert^e oon x , y unb-^,, weldje bem fünfte 

HL ber duroe angehören, ®euüge gefc^ie^t. SJtan ^at alfo 
bii beiben ©teiti^ungen 
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X =r Ä((o — sin (o) , y = Ä(l — cos w). 

^ud 5er (enteren @(ei(^uitg folgt 

cos (0 = -^, sm CO = -^ ^ — ? , 

fo(g(id^ erhält man 

^— y 



07 = 12 arc cos — ^ — K2% — y* 

olS ®lei(^unfl ber S^cloibe. 3)ie Surtje deftel^t aitö cinei 
unenblii^en SJlenge conoruenter Sl^eile^ fomol na(6 5n 
@eitt ber po{ltit?en afd ber negatiDen d?^ tvelc^e fAmmtl^ 
ober^dtb ber STc^fe ber ar liegen unb auf bkfer ^(^fe ein 
3ntetDatt o«, gleid^ 2Rjt, umfaffen. 3eber biefer Steile if 
äbetbicd au6 jtcei f^mmettifd^en $Alften }ttfammengefe^t 
SHe 6eiben oorjle^enben Wudbrüd e üon a? unb y geben, 
bifferentiirt, 

i£p ssr Jl (1« ^ cos (i>) itü), dy = R sin co ifco. 

X)arcm9 folgt 

rfy «m o __ f^My— y « |/2Ä - 

(to 1 — cos o y r y ' 

S>te ©(etd^ungen ber Sangente unb ber Slormale noerbm 
olfo, t^ermbge ber aOgetneinen f!rormeln btB §. 107, refp. 

r y- 

UeberbieS [jat man 



VMy-y» 

Slormale = V2Rp 



®ttbttotmaIe = }/ 2Ry — y «. 
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Sie 9tormaIe trifft immer bit Vti)\t btt x in btm ^'unfte 
r, ?fig« 33, too biefe ?fc^fc üon bem erjeugenben Greife 
derfl^rt wirb. !l)ie äftngente fle^t burr^ brn gegcnübfr» 
litgcnben ^untt « bc§ 3)urc^meffere rs. 



XVlIl. JMmmiiti9«frei6 tm^ Oiioltitett thtntt dtmeit. 



§. 179. aiie einfach jle ßinie nä^jt bcr gerabenßinie 
ijl ber Ätel8, unb ba bie allgemeine (Sfeit^ung be§ ifreifeö 
^rei Sonffanten enthält, über totXijt man na&j ©efaHen 
üerfüöcn barf, fo Tann man einem Greife eine IBerÜ^ning 
in jrocitcn Drbnung mit einer gegebenen ßiirue ertl^eiten. 
Dabei treten bie »egriffe ber §§, 159 it. in ^raft. ge fei 

bie ®Iei(^ung einer gegebenen ©uroe, unb 

(a ~ xy + (ß -- yy «= Q« 
He ©leic^ung eineö ^reifea, in welker a unb ß bie ßoots' 
binaten bed Snittelj^unltd unb q ben ^albmejfer be}ei(^nen. 
1) ?la^ bem Dbigen gibt man biefem Greife eine Se* 
ttt^rung ber erjten Drbnung mit ber üorgefegten EurDe, in 
einem fünfte M berfelben , beffen ßoorbinaten s unb y' 
fiiib, toenn man bie ßonfJanten a, ß unb q fo befHmmt, 
fca^ ber ®fei(^ung be8 Greife© unb itjrer X)itferentialgtei4ung 
btr erjlen Drbnung, nämlit^ 

hxi) bie SBert^e oon x , y ^x^y^-^^f totXicjZ bem fünfte 

Jff ber (Suroe angehören, ©enüge gefc^iet)t. SJtan ^at alfo 
bie beiben ®lei(i^ungen 
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benen birSBert^c üon a, ß uub q genügen mii]Teu. Iit 
jmeite ©leit^ung, wenn man in iljr a unb ß tüie ticraii^ 
berücke (Soorbinaten anfleht, gehört ber giormale an, toeldje 
bie (Snrüe im ^nnfte M befifet, nnb eine Don biefen Mim 
Soorbinaten bleibt unbejiimmt. SJlan fd^Ueßt barauö, baj 
jeber Siu^, btJTen 9}littel))nH(t a^f ber 92orma{e liegt, tie 
Gnrüe berül^ren mirb, metdjea Slefnltat man leidjt t?ürau9=| 
fe^en fonnte. 

I 

§. 180. 2) S)amit ber Äreiö eine Sßerüljvung W 
yceiten Dcbnnng mit ber gegebenen 6urt)e im fünfte i 
eingeljie, mu^ ber ©lei^ung biefeö Äreifeö, i^rer Eiferen* 
tialgleitijung ber erjlen Drbnung, xuxb i^rer i)iifercntii* 
gleic^ung ber jtoeiten Drbnung, näm(ic^ 

i+(|)'-((i-,)S=o, 

butd) bitS&ttti)t oon,«, y\j-r,-7^, totli^t bem ^iiiite 

Jf biffer Surte angehören, ©enüge gefd^efien. 9Ran M 
a!fo jf^t bie brei ©leic^uiigen 

(« - ^')» + (ß - 9'y = Q* 

bnrd^ meiere bie SEBert^e ber Sonflantcn a, ß nnb q o* 
flänbig benimmt ftnb. 
aWan finbet 



dx'* 

CDiefc 6rei ?fu8brütfe biencn jur Seflfcßuiig 5ea üSciis 
latorift^en Äreifea, iii&cm fic fomof bie ßagc feines SDIitteU 
}junftö nfö axxdj bie ®röfe feines §afbineffetS crfennen 
laffen. 9BaS bas SSorjeit^en beS SBert^eS \)on q betrijft, 
fo mnf baSfetbe unbejlimmt bleiben, ba 5le SBurjelaröJe 

I 1 -|- r^ J I f6en fottjot pojititj »ie negatiu genommen 

mevben fannj aber eS Dtvlj&lt fxij nidjt ebenfo mit ben 
SQäert^en ber ©rö^en a — s unb ß — y , tüelc^e bie 
^rojettionen jenes ^albmefferS auf ben ^c^fen ber x unb 
ber y barffeffen. 3)aS föorjeid^en biefer ®röfen jeigt an, 
nac^ metc^er Seite berSurüt ber SJlittelpunft beS oScuIa^ 
torifc^cn JfreifeS auf ber S^lormale angenommen werben 
mu^5 unb man erfennt Ieid|t, baj biefer 2Jtltte[t)unft fuJ^ 
jlets, mie es aut^ fein mu^, auf ber concaüen (Seite ber 
(EurDe befinbet. 

§. 181» 3)er fo tbm rxäijtv bejlimmte ^reiS wirb ge^ 
iüö[;nti(^er ber ÄrümmungSfreis, unb fein §aI6mefer 
fcer ^rümmungSl^albmeffer ber Surt?e genannt, weil 
er baS SJlaß für bie Krümmung abgibt, meiere bie Eutüe 
in bem jur SSttrad^tung gejogenen fünfte befl|t. fiBiH 
man jtd^ nämlit^ tön bem, waS Krümmung l^eift, einen 
SSegriff matten, fo bewege man fx6) üon bem a3erl\[}rungSs 
fünfte M aus auf fccr (Sutt« fort bis ju einwn btnaäji^ 
batten fünfte N, unb üergleit^e ben Sfbpanb NT biefeS 
fünftes k7on ber S^angente beS ^uSgangSpunfttS mit bem 
SBege MN, ben man in ber @urDe jurüctgelegt ^at. "^xt^ 

NT 

jenige ©ränje, welcher ber 2öertl^ beS SSer^ärtnijfeS -j^j^- 
immer nä^er fommt , wätjrenb bie ©ntfernung MN immer 
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\\'af)tx Qkii) gtutt wirb, if! baS SKö^ für btc Ärümmunj 
btx Eiirüe im fünfte Jf.*) 3n bcm Greife ifl tit früm« 
immg in aßen fünften bicfclbe, iinb überbicS fle^t fie b 
t?erfc^icbe»en Greifen im iimgrfc^rtcn SBer^ältiuffe i^n 
^afbmeffcr. !J)enn c6 fei ifiV = a in einem Äreife, beffe 

§albmeffer Ä ifj, fo ^at man NT=r(\ — cos 0, 
^= —, wtl^t @röße, wenn o abnimmt, imim 



uu 



*) dine Diraric^t nO(^ natärlic^rre S)r|ittitton bcr S^rfimmang rinrr 

€tiTt>e ergibt fid^, lornn man flatt br$ obigen tHbflanbe« NT Un 

f&inttl an bic ®teflr [t%t, toelc^rn btf jibcrrinjürammb grr^trtdi 

X^ritc brr ^(uigmten brr yunTte M itnb N brr gegebenen Guitt 

mit einanber einfc^Hefen. ^ie Hrümmung einer Surbe in einen 

gegebenen ^'untte M ift bemnac^ gleich ber ® tan je bed SSer^ältniH 

welches smift^en biefem SBinfel unb ber Sogenlänge MN {lattfinbtt, 

n>ä§renb bte (Sntfemung MN immer nä^er glei^ 9{ull toirb} obn 

bte jtrümmung wirb in ber weiter unten folgenben SBejeit^nung aut-- 

dt 
gebcä(ft bur(( ben j&uotienten — r~~* S)arau9 folgt foglei^ »eitn; 

ds 

1) gür ben 5trei« pnbet ji(% — -— = , totnn o ben $oIb« 

meffer be9 Streife« be^eic^nct) alfo bic 5hrfimmiiiig eine« fireifed iQ 
conflant.unb für aüt flunfte feiner ^erip^erie biefelbe. 

2) SBenn man für einen beliebigen ^unft einer gegebrnn 

dx 1 

iSAnt)t ben SESert^ t^pn —j^ rsnoi^lt unb t^n gUid^ — fe^t, fo 

ds Q 

fteOt ber au9 biefer ©teit^ung entfpringenbe SBert^ t^on q tn 

^atbmcffer eine« Streife« bar^ weff^er in aOen feinen fünften bir 

felbe jtrümmung jetgt wie bie gegebene Suroe in bem angenonmieiu« 

9)unfte. <Diefer SGBert^ t)9n q flimmt aber, wie bie folgenbe Gnt 

wtcfelung jeigt, genau mit bem oben gefunbenen SBert^e t)on ( 

überein. 
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nXt)tv mit ^ jufamnienfällt. !Da nun 5er Ärflmraunge* 

frei© in 6er SJä^e fceS ©erü^rungepunftrs fic^ weniger 
aU jeber anbere ÄreiS tjon fcer gegebeneu 6urüe entfernt, 
fo 6etrad|tet man bxt ^rfimmung 6ed ^rümmungetreifed 
in fciefem fünfte al6 ibentift^ mit ber Ärümmiing ber 
6urt?e, »eft^e bemnae^ in jebem i^ter ^nnttt ^proportional 

bem S3ntd^e - i^, roenn man mie oben mit q ben $a(b« 

meffer bes ^riimmungefreifed bejetc^net. 

S)er Sfuffaffung be8 oScuIatorifd^en ^rrifeS aU Ärfim^ 
mungsfreiö liegt f)\txnaij bie aSorauöfefeung jum ®ninbe, 
t)a§ mau in einer unenbri^ f(eineu 9fu6be^nung^ nac^ 
5cr einen unb ber anbern @eite beö ©erü^rnngspunfteö 
fcen ^reiö für bie Suroe nehmen bttrfe unb umgefe^rt. 
X)iefe SSorausfe^ung reicht aber aOeiu fd^on ^in, ttm awi) 
birett unb o^ne bie oorauSgegaugenen Unterfuc^ungen }u 
ben früheren 9tefultaten ju gelangen. @d fei nämtic^ $ 
ber S3o^en ber Suroe bid ju bemjenigen ^nfte, beffen 
Sfbfriffe X ijl, unb t ber SBinfel jnjift^eu ber ?fc^fe ber a? 
iinb ber Sangente ber Suroe in bem nämlichen fünfte. 
Die ©rößen * unb x »erben fobarni mie tjuncttouen Don 
X angefe^en werben muffen, fo ba^, wenn w um ds ju* 
nimmt, gUi^jeitig # unb ds, unb t um ch roac^fen muf* 
Das ^Differential dx bebeutet ben SBinfel jwif(^en ben 
Sangenten an benjenigeti beiben fünften ber EurDe, welche 
5cn §tbfciffen x unb x -\-dx entfprer^en, ober, wenn man 
loiS, ben SEBintel }Wif(^en ben Slormaleu an benfelben 
beiben fünften. SBenn man nun ben Sogen d$ fo onfie^, 
ale ob er bem Ärümmungefreife angel;öre, beffen ^alb* 
meffer q iff, fo C)at man 

4fr =£ Q . dx, 
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d3fi 



'+a: 



itoraitd mau er^ä(t^ to'xt oben 

9fn8 ber alfo 6efhmmtett 8Auge 6ed £tttmnnuigS[;ctr6mej^erd 
ergi()t ftci^ tum Don felbfi t)ie Sage i)ed S91ittel)?iinftd be8 
^riUmmungifreifed/ meil matt tpeif^ bap ber ^rümmungS- 
6aI6meffev in bic Stic^tung ber Stormale fällt, imb jtüiu 
na(^ berjenigen (Seite, meldtet bie Sutüe i^re (Spncaoität 
jumenbet. 

3u größerer €ittfa(i^t)eit pnb ^ier bie ?fecente an 5en| 
SSu^fiaben o; unb ^ toeggebüe^en. 9nan barf jebo(^ tiit^tj 
eergeffen, \ia^ biefe SSudjflaben bie Soorbinaten beöjenigcn 
9)untta bejeic^nen, in merti^em bie gegebene (Snrbe Den bem 
ÄrfimmungSheife berö6rt wirb. 

§. 182. Der SBinfel dx jmifc^en ben öelben Sängern 
ten ober Ölormalen, reelle ben ©nbjjnnften beö unenbUdi 
Weinen SBogenS Aeiner ßurt)e juge^öten, wirb ber Gontin^ 
genjwinfel genannt ^Da and ber oori^en ®(ei(^ung 

fofgt 

i$ 
^ = di' 
fo ertennt man, baff ber ^rämmungd^albmeffer fletd gteic^ 
- tf} bem Clement bea S^ogenS biDibirt bnrc^ btw (gontingen^' 
winfel. 

§.183. SBenn man annimmt, wie es im §. 171 
gefc^ät), ha% bie ©(eld^ung 6er @urt)e in ber 8orm 

¥{x, y) = 
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gegeben fei, fo f)ai mm mii §. 72 

^== _ ^ 

dx dF 

dy 

(£)■ 

©efet man Wcfe SBcrt^e in bie SfiiabrüJe für a, p unb q 
in §. 180, fu fommt 

grcg)-+cg )i 

rdF\^d^P_ dFdP dP^F . /"rf^* 



a — a? = 






?-y = 



dyVXdnJ '^KdyJ J 








id»F ^dFdF d^F . /^dF^d^F' 
da?* rfj? dy dxdy~^ \dxy dj/* 

§• 184. 85i§ r;ie^er wurbr fortmä^renb bie Sfbfrijfc a? 
fllö bie unabfjängige SSeränberlii^e angefefjcn. SJlan fann 
inbefen aud^ bie beiben ßoorbinaten s unb y gleichmäßig 
A% gfunctionen üon irgenb einer britten SSeränberfit^en 
beträ(f;ten, wcld;e fobann bie unabhängige SBeränberlid^e 
fein mitb. 3n biefem gaffe pnb bie ®Iei(i^ung beS ÄreifeS 
unb il^re beiben Differentialgleichungen ber erflen unb ber 
jroeiten Drbnung 

(a ^ xy + (ß ^ yy r= ^a 
{!9, — x)dx + {^—y)dy = 
^* + 4y* — (a — a?) rf'a? -^ (ß --- ^f) rf-»jy = 0, 
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unb folglid^ finbet man, totnn man mit ds ta6 SIrment 
bn (EurDe, Vdx* + rfy*/ bejcic^net 

«-^ = - ^^^:_^.,^^ / ß-y = 



<ted»y — dyd^x' ^ ^ dxdhf — dud^x' 

d^ 

" dxd^ — dy d^x* 

^Xan, mürbe ju beufctbcn Stcfultaten gelangt fein, trenn man 
in bie ^rnSbrücfe beS §. 180 unmitteKar bie SBert^e m 

% »nb-0- ^ineingefefet f)mt, tDtld)t im IX. sreft^nitt für 

bie 93ertauf(^ung ber SBeränberlii^en angegeben worben fmii. 
Uebrigen8 jinb biefe JRefuItate fofort unb o^ne Sfenberung 
für ben Satt ri^tig, mo man ben Sogen s alB unabfiän^ 
gige SSeränberliii^e,. unb mithin fein £)ifftrentia( cb als 
confiant anfielt 

ajlan f ann biefen Slefultaten eine anbere ©eflalt geben, 
menn man beadjtet, ba^ 
{dx d^y — dy d^x)*=ds^ [(d«j;)*+( J«y)>]— (iterf»a?+rfyrf»y)' 

=&> [(d^xy+id^y—iduyi 

unb ebenfo ba^ 

— dy (dx d^y — dyd^x) = ds{dsd^x — dxd^s) = ds^d (^ 

dx{dxdhi — dyd^x) = ds {dsdhf —dydU)=d$\d(j^, 
Sriebaun erhält man 

SBenn man mit X unb ^ bie beiben SBinM bejeit^net, 
weld)t berjenige S^eit berSlormate, auf weld^emberÄrüin^^ 
munge^albnieffer q Hegt, mit btn Sft^fen ber x unb ber y 



man -j- unb -/. 



einfi^fieft, ftf ^at man oetmOge 5er fo eten gefunbeneit 

?fue5rädfe 

9Birt) ber Sogen % al8 unabhängige SJeränberrit^e an- 
8cfcl;en, fo fefet man rf»* = 0, unb patt rf ("J^ unb 

§. 185. 3)ie gewonnenen Slefultate »erben fe^r cm 
ft^auH^, wenn mein bie 6urt)e toie bie ©ränje eineö ^of^* 
9on6 anfielt, beffen (Seiten ja^I me^r unb me^r junimmt 
gö feien /, m, n, ?fig. 34, brei fünfte ber gegebenen Surüe, 
t?ig. 34. beren STbfcitfen op, oq, or jlnb 

X, x-\-dx, x-\- di?+rf(j4-itr) 
ober a?+2da?-f rf»a?. SBerläns 
gcrt man ben Sogen Im, ber wie 
eine gerabeßinie angefe^en wirb, 
bifbet ic[^ SDreiedP mfc congruent 
bem 35reie(fe lam, jiel;t cn, unb 
legt crf unb^d re^tteinflig ju 
nr unb »n, welche le^tere gleich» 
fattö wie eine gerabe ßinie angefe^en wirb, fo erfennt man 
leitet, bof cd bebeutet d*x, nd bebeutet d% unb ne it^ 

beutet dH. Slun ifl tw = K(rf*Ä?)» + (d^)*, alfo ce 
= l/(iir)«+(rf«y)«-(rf«#)«. . erber ^ ifl ber Sontingenj. 

minfel b. ^. gleid^ — , folglich ^at man 

gerner bebeutet -^ bcn SojtnuS be6 SEBinfeln a/m, wel- 
lten bie ^ngente im ^^unfte / mit ber V(^fe ber x ein« 




ff^Iicfit. SBBetm man aber üom ^titifte / jitm f)mifte n 
üöerflc^t, fo änbcrt jtcft biefer Softtnid um eine ®rö^^ mlijt 
btx ^roiection Don ce auf mb, n&müij ce cos X, jjroportio- 

nai ifl. Solflli^ Ijat man ^co«^ ~ '^ v *" )* ^^'"t'' "''^^ 
— cos n =* rf r^^. gjlnn finbet ftlfo 

cm \jis^ 

C0SA.=~— ^ ^ . COS]Lt= > . ^ ^ 

nwk^e «fuftbtlMfe mit 5en ftü^eten flbettinfHmmeti. 

Ch)o(utni. 
§. 186. ®ö fei toie früher 

y = n^) (a; 

bie ©Icic^ung einer geßebenen ßurüe. gtai^ §. 180 bat 
mau jur SBcftimmung bea Ärümmungefreifea in bemienigcn 
spuufte ber (Surüe, beffen Soorbinaten x unb y finb, Mc 
brei ©leic^ungen 

(a - ^)V+ (ß - y)' = Q^ 

«-^ + (ß-y)-^=0 (B) 

in benen a imb ß bie (^oortfiuateu beQ anittelpuiifts unb q 
ben ©albmeffer beö Ärümmungöfreifes bebeufen. 35ie85Bcrt§e 
üon a unb (J , meiert ficft au§ biefen Olcidjungen ergeben, 
jlnb nac^ §. 180 

@e|t man hierin für y, ^, i^e SBert^e auß ber ®tei* 
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ijxmQ (A) btx gegebenen ßurüe, fo erhält man biefe (S>vox^ 
timUn auSgebrtitft bur^ bie 9fbfciffe x, unb bnmit bie Sage 
Des SJlittelpunftS ber Ätümmung für jeben beliebigen ^unft 
ber ßurüe. 

8ä^t man nun üp {\i) änbern; um tjon ^unft ju ^unft 
fcer gegebenen ßurüe überjuge^en^ fo änbert fid; gleic^falla 
bic Sage be8 SJlittelpunftö ber Krümmung. Die fftei^efofge 
fciefcr Sagen bilbet eine (Surtje^ \)o\\ »etc^er a unb ß, afö 
Scränberlit^e Utv^iijM, bie Sootbinaten öbgeben, unb bereu 
@(eid|ung man augenfc^einlii^ finbet; menn man x aua btn 
Selben ©leit^ungen (C) eliminitt. Denn biefe Sfuöbtftife 
flclteu für itbtix ber Ärümmungamittelpunfte, weld^e burd^ 
angenommene SEBert[;e ber S3eränberlid)en «? bejiimmt merben) 
läßt man alfo biefe SBeränberlii^e burcft ©limination Der* 
fc^irinben, fo bleibt eine 9teIation übrig, tt)tl6)c für fämmt» 
li^e Ärümmung8mitteI})unFte gilt, b. f). für bie (SurDe, bie 
ber geometrifc^e Ort berfelben ip. Dicfe ßurue wirb nad) 
§u^gen0 bie ©Dofiite ber gegebenen (Suröe genannt, 
beren Oleit^ung ifl y = /*(a?). 

§. 187* Die ®lei(^ungen (B) gehören offenbar ber 
SDoIute an, menn man barin a, ß unb q mie SSeränberli^ 
unb mie Functionen uon x an{\d)t 3n gfeiji^er SBeife ge» 
I}öreu i^r alfo aiuc^ bie Differentiale biefer ®Iei(^ungen an, 
SEBenn man nun bie erfle ®Uxä)mQ in (ß) bifferentiirt unb 
biejenigen ©lieber megläft, meiere vermöge ber jmeiten 
glei^ Sytutt ftnb, fo ^at man 

(a ^a;)da + (ß~ y) rfß = qdq. (D) 

J)ijferentiirt man ebenfo bie jmtitc ©leii^ung in (B) unb läßt 
biejenigen ©lieber meg, meldte öermöge ber britten gleich 
9lua finb, fo .^at man 

dx da + dy ifß = 0. (E) 

3Jie ©lei^ung (E), me(tl)e man au^ ft^reibeji fann/ 



M6 



xvin. «f^iittt. 



da 



dx 



fiiflt au8, bn^ bie Saugenten an je jmei einanber entfpre* 
d^enben fünften einer Gurüe nnb i^rer ©Dolute fletö rec^t* 
winttig auf einanber flehen. 3)er itrümmungö^albmtjfer 
6ertt^rt alfo bepänbig bie (güolute. 

2)ie ©feic^ung (D) fäpt fic^ auf bie ^orm bringen 

q ^ q ^ ^ 

gtunfmb^^— ^unb^-^=^refp. bie gojinuö ber SSinfcI, 

welche ber §al6meffer q, ber jugfeic^ S^angente ber güolute 
iff, mit btn Sfdjfen ber x unb ber y einf(!^tieft. Sflfo tf- 
beutet bie Hufe (Seite ber te^teren ©feidjung bie ©lumnc 
ber ^rojectionen ber Sfemente da unb dp auf bie Sangeiitf 
ber ©üolute, b. f). bie ßänge be8 95ogeneIemenf8 ber Etc^ 
lute, bejfen ^rojertionen auf bie Sfti^fen ber x unb ber y 
refp. da unb rfß jtnb. SSejeid^net man biefeS ©ogenelement 

mit dö, tüo mithin dö = ]/rfa* + rfß» ifl, fo l^at man alfo 

rfö Ä= dQ. 

ajlan erfenut alfo, ba^ wenn man in ber gegebenen Gurw 

Dem ?punfte m, ??ig. 35, bejfen ?r6fcijTe op=:x ijl, ju 

bem fünfte n übergefjt, beffen Sfbfcijte oq = x -{-dxii^, 

Sig. 35. unb folgfi^ gteid^jeftig üom 5?iinfte 

M» ber ©Dohite ju bem fünfte v 5et= 
fefben, föbann ber ©ogen |iv jidI? 
fifeen biefen beiben «punften gleid^ ijl 
bem Unterft^iebe ber beiben Ärüm* 
mungö^olbmeffet ftifx unb nv. 

.t>ierau9 fe^Ilef t man, ta^ mm 
fiä) bie (Surfte mit in continuiriit^er 
Bewegung bur(^ ben gnbpunft eintS gef|?«ttntcn Sabene 




* rr 



6ef(6rie6en benfen fanti^ meieret auf ber (SutDc \w aufge« 
toicfeft mar \mb Don berfe(6en na^ unb uad? nbgemitfrlt 
tvirb. ^ttS btffem ©runbe f)ai bie Sur^e ^r ben Samen 
5er €t)o[ute ber €urDe mn erholten. Hmgefe^rt nennt man 
5ie Surue mii bic ®DoIüente ber Surüe ^v. S)ie ©e^ 
trac^tung ber ©tjointen ifl Don großer SBebentnng bei me^:» 
reren loii^tiöfn Sfnwenbunflen ber SWat^ematif. 

§. 188. mmn bie ©(eit^ung ber (Surüc in bet ©fi» 

Fix, y) = 
gegeben tuäre, fo mürbe man mir nöttjig ^a6en, flatt ber 
©Ific^ungen (C), aue benen x eliminirt »erben mnj, nm 
bit ®Iei(^ung ber ©Dolute jn ermatten, bie ?fn8brütfe für 
a imb ß ane §. 183 an bie ©tette jn fefcen. SJlan eümi^: 
üirt fobann x nnb y au8 biefen beiben (Sfei^nngen unb 
ter ©feid^ung F(a?, y) = ber gegebenen SnrDe. 

aSeifpiflr. 

§. 189. ®8 fei erflenö bie ®rei(I)ung ber eifipfe 
gegeben 

d*F 2 d«F d*F 2 

^='^' rfTrfy ="^' :^= fti' ""'^ '^"^^ ®u6jlitution in 
itn ?fu8brutf beö §. 183 für q fommt 

fll8 9fu8brndf für ben ^rümmungö^albmeffet biefer 6urDe* 

©ubjlituirt man bie Dorficßenben 9fu9brüÄe in bie 
SBert^e be8 nämfic^en Paragraphen für a unb ß, fo erl;ält 
man 

9la»<er, IDiff.* unb Sntegtatt. I. JBaiib. 14 



SlO UVife «»ff»iiil> 



unb feie ^eraud gemomtenen SSectl^ um x unft y oe^rn, 
in bve ©(eif^utig ber (Sitcte ^efftl; 

r ^ ^i , ^ ftß ^1 _ . 

als ©fcit^uitij btv et)of«tc ber «OKpfe. ®tefe 6utDe f»f= 
tle^t fluö üier congruentm Stjeileft, iwtd^e in fBejug auf 
bic ?fd)fen ber (Stti})fe f^mmctrifc^ ließen, 3)ie ÄrümmungS:^ 

l^albmejfer, meliä^e ben ©d^eitetn juge^ören, fmb — im6nt)= 

pnnftt ber großen Sfd^fe nnb j in gnbpnnfte ber neinen 

Sfc^fe. 3)ie @üoIute wirb tion beiben Steffen berührt. 

a)ie ©feic^ung ber $^|3 erbet ge^t au8 berienigenttr 
©ffipfe IjerDor, wenn man ba8 SSorjeit^en x>vn i* jjeraubert. 
35er 9fu6brudt für ben Ärümmungöl^afbmejfer bleibt fcfr* 
felbe; aber bie ©letd^'nng ber (i&olute roirb 

Die (Surtje ifl, wie bie Dorige, au8 üier congruenten "S^eilfn 
jufammengefej^t; mldjt in S3eiU8 auf bie Vc^fen ber ^^t^er^ 
bei f^mmetrif^ liegen. S)er ^rümmunge^albntefftr im 

&i)t\M ber ^^|>erbel ^at ben «Bert^ ^. i)ie etjolute irirb' 

ton ber 9f(^fe ber x berül^rt. 

§• 190. 2Die ©leic^ung ber ^ara.bel 

y» = 2px 

Ö'** ^=== ^' S= - 0' ""^ ^"^* ©ubiHtution in' 
ien Sfuabrui be6 §. 180 für q fommt I 



S)if frttm ©ctt^ geem, in bk Sfuebrürfe ielfeiecn ^ara:= 

uufc iDcim ma» aua biefeii beiöea &U\ijmQt\\ x efimiuirt^ 
fo erhält mau al8 ®fcid)uiig ber güolutc ber ^arabel 

35iefe €:urt)c bejlct;t au8 jtrei congrucntcn Sg^eilen, iücI(^ 
in gSejug auf bie Sfdjfe ber x f^mmctrifc^ licflcn unb Don 
Nefer ?fd^fc 6ernt;rt merben. J)cr Ärümmunßör;aramffl;tr 
im ©^eitef ber ^arabel ifl gleic^ f. 

§. 191. gürbU 6l;cIoibe »urbe bereit« im §. 178 
gefunben 

^ y 
©e^t man ftiefe SBertl^ in ben Sfusbrorf free §. 180 für q, 
fo fommt 

Q = ~ 2 K2%; 

troraiis man vermöge ber t?ormeln be8 §. 178 fc^fie^t, 
\^% ber Ärümmung8f;a[bmeffer immer ba8 Stoppelte ber 
9lormaIe beträgt. 

©ubjlituirt man ferner bie üorflel^enben SBertl^e in bie 
?fu8brüdFc be8 §. 180 für a unb ß, fo ert;art xixcca 

a = 0? + 2 K2%^^^, ß = — y. 

©ottjol aus biefcn SfuSbrfufen, al8 aud^ au8 bemjenigen für 
ten ^rftttimimga^albmeffer q ge^t l^erüor, baf ber ^rüm^^ 
tnungömittelpnnft für bzw ©t^ritel « ber (S^cToibe, gig. 36, 

14* 




m% XVIII. Ilkf#iiilt* «fAmnuMfüf e^ ni^ enolnte». 

8i0. 36* ^ij in v itfixibtt, inirm inon 

a^^sian nimmt Umbie^Ifi- 
djinxQ 5er ®üoIute in i^tfr ein* 
X f fli^flf n ®epalt jn erhalten, h- 
jiebeman biffelbennfjiueineuf 
(SoorMnaten a un6 p', lüflt^e 
Don 5cm ^nnftc v öuS, nft 
?fnfanfl«pnnft, nnb bm nrfprüngli^eit ßoürfcinnten parallel, 
in 5fm ©irine vb nnb bem ©inne va gerichtet flub. Slön 
f)at alfo ju fc^eu 

a = 3tÄ -^ a ß = — 2Ä + ß', 
wabnr^ bic torigen Ofeit^nngen fn^ üermanbefn in 

a' = jtfi — 0? — 2 K 2% — y», ß' = 2Ä —y. 

$ieranS erfyät man mit Slfldfic^t auf btn äuSbnidf uoiia; 
bnr^ y, in §. 178^ 

a = Ä r^ — arc cos ^^") — V 2ßy — y*, 

nnb enbtid^, inbem man y eliminirt 



a s= A arc cos 



yZÄß' — ß^ 



?fu§ ber Uebereinjlimnvung biefer ®Uiä)\x\\Q mit t)cr 
®rei(^nug ber S^clüibe, §. 178, gr^t tierüor, ba^ biegte^ 
(Ute ber S^cfoibe wiebcr eine (S^cloibe ijl, congruent ber 
gegebenen. 

SDiefeö ©rgcbnip läßt ftd) awä) fc^on au9 bem obigen 
Söertlje für ben ÄrümmungStjafbmejfer erfennen. Da nnm^ 
lic^ ber ^rümmungamittclpunft für ben ^untt m ber G?^ 
cloibe pd) in ber SJerlängerung ber Slormafebeflnben tnii^, 
unb jmar in einem ?fbftanbe rp,^rm, fo. folgt, boj tti 
©ogcn r\i bta ^reife6, beffni ^albmelfer gleid^ B unb beffcn 
SKittelfJunft in d ifl, gleid^.bcm Jörgen rm bei Äreifeö 
t)on gleichem ^albmeffer fein muß, beffen änittKpunft ine 



XiX. 9i^^nm. ^lüMotkiMttn. HB 

Ikgt. Vbtx ber SSogm rm ift Qltiä) btt&tt^btn ar'y folg:» 
84 ifl btv ©egen «fx flleid^ btx (Seraben v$. 

3)er ^runtmungd^o(6me{j[er ifl fRuQ im ^mxftt o ber 
ßi;cIoibc o«m. Solglic^ ifl ber Sogen ofi ber Süolnte gleit!^ 
bem Ärftmmungötjflfbmefl'er myi, 3)te ©ogenlange ber ^a(» 
ien S^doibe 490111 bettAgt a(fo 4il5 unb oBgemetn^ ioenn 
man hm Vnfnngdpunft ber Soorbinaten x unb y in ben 
Scheitel n ber Surtte t^erfegt unt) ben 9)ogen « ton bcm 
nämlii^en fünfte aud rechnet, fo. ^at man immer 

S)ie merfiDürbige Slgenfc^nft ber (S^clmbe; fte burt^ 
5ic Jfbroidfelung fetbfl »ieber ju erjengen, fle^t in Sätrs» 
binbung mit bem fo(genben oon So^fann SernouOi ent:« 
ieiften allgemeineren ®a|e: SEDenn man t>on einn beliebigen 
Suroe; beren (Snb|?unfte ivon @eiten eines Slec^tedd )» 
Sängenten ^aben, bie ©lernte fu^t, oon biefer wieber bie 
Kwlute, unb fo fort bia ine Uuenblii^e^ fo «erben bie 
auf foI(j^e SBeife erhaltenen (Surfen immer me^r mit einet 
falben S^cfotbe sufammenfaten. 



XIX. ebene Curtieii in Sejug anf ^olarcootbitiateti« 



§.192. Unter Jpolarcoorbinaten oerfle^t man 
iie fc^on im §. 79 )ur ®|7ta(^e gebr^c^ten unb in Dielen 
Säuen {tatt ber red)tn)inf(igen Soorbinaten x unb y iw 
W^if^H (i"^d ^unfted bienenben ®ti)^en , • nömli^ ben 
Äabiusoector r, unb izw 3Binfe( w, welchen berfefbe mit 
iet «(^fe ber x einfc^lie^t. Diefe neuen Soorbinaten Pub, 



214 XiX: JQ»fdMtt^ 

t»vt (ofcibfl angegeben^ an b'it erbeten 6itr(^ bie Stelationen 
gebunden 

0? = r cos 0), tüOrntW r = Ka?' + y* 
y = r sin t«>, w = arc tang— . 

S!)CT StabiudDfctor r n)ix:& immer ^^^Ht) gettümmen. 
2)et 9BinFe( co dagegen fann aür j?o{ttiDen xtnb negatiütn 
SSett^ t?otv 9htC[ 6t6 ina UnenUtd^e anml^mni. 

§. 198. a)if ©feid^ung eiiiet geraben ßittie, welche 
bnxäj einen ^unlt gel;t, bejfen red^ttrinfelige goorbinaten 
Pnb a/ xxnb p\ unb mit ber Ät^fe ber a? einen SBinfel % 
eififi^Iie^t, ifl für rec^tttHnHtge Soorbindtm 

y — y = taog t . (a? — V j. 
S)ie ®{ete^uftg btrfelbtn geraten Stnie für ^olarcoorbinaten 
»irb mit ^ülfe ber oorigen Scrmeln 

r sin (w — t) =s r sin (ia -— t), 
too r unb ca' biejenigm 'SBert^e üon r unb <ii bedeuten; 
n[>e(d;e bemf)un(te juge^öre»^ beffen (Soorbinaten a; unby 
finb. §fngcnfc^einlit^ ifl r sio (ca — t) bie. conflonte Qnt^ 
fernung ber in 9tebe pe^enben 8inie üon einer mit i^r 
burd^ ben ?fnfang8punft ber Koorbinnten gefegten parallelen. 

§. 194. 3)ie ©lei^ung ber ^arabel ijl, ttjenn man 
ben 9fnfangSpunft ber Soorbinaten in ben ©t^eitel legt, 
für red^tirinfligc Koorbinatcn 

bagegen für ^olarcoorbinaten 

^ coso 



fein o3* 

§. 195. a)ie ®fei(^unfl beir ©Oi|jfe ober brt^ptvM 
föT tec^trrinnige Soorbinaten, »enn berSInfangöpunft im 
SWittrfpunft li^gt, i^ 



unb füt ^.«lattoQi&inatcn 



b^ COS «2 4: ö* sin o>* 

§;. 196« SBenti.man 5m STiifongei^tttift ^er 6oQri)iiuiK 
ten in bcu S8renn|)ui!ft 5er ^axabü üeriegt, inbcm man in 

ierSIeid^nng y« = 2jöa? für x an bic ©tcffe fefct^+a?, 

fo iinrb bie ©leiii^ttg ber ©nrüc 

ober trenn man f = ^' fffet, tüo r ben Stbflanb be8 ©t^et* 

tel§ Dom SSrennj^iinft bebeutet, 

yt = 4r (r -|- x). 
©ubjKtnirt man hierin bie ®ert^e üon x nnb y ans §. 192, 
fo erhält man bie ®{ei(^ung für ^orarcoerbin^teit ' 

_ 2r' 

unb n^itn man, .t»ad gebräti^Ii^er ifl, ben SSinfeC (a kwtt: 
bemjenigen S^^eKe ber SCd^fe au6 gä^It, ivel(^ec auf btr @eite 
btr negath^en at liegt, b.. i. Don bem Steile ber ^(^fe 
jtüif^en ®renn|)unft unb &äjtxUl ber (Surtie, fo i)(A man 

1+ cos Q 

Siefe ®Iei4i0ig läft fuf| au(!^ feiert unmitttlbat au6 ben. 
fiefannten ©igcnffi^aftcn ber ^arabel herleiten. 

§• 19». (SB bejeic^ne e bie ©rcentrirttät ber gffipfr 
unb ber ^^perbel, b. i. baS SBer^ältnif be6 «fbflanbeö 
jtüifc^cn SDlittelpunft unb ©rennpunft ju ber falben großen 

%i)\t. man i)at fobann ae = Va^ — b^ für bie gUipfe, 

unb ae ^a V a* -f 6^ für bie §^perbel. SBerlegt man. nun 
in ber gUipfe ben ?fnfang8|)un?t ber Soorbinaten in ben^: 
jchigen 83rennpunft/ tt»Id)er-auf ber (Seite btr j?ofitiDen a? 
liegt, unb in ber ^^perbel in benjenigen ©retmpunft, tt^tU 



2i« XIX. «if^üitf. 

^er auf btx (Seite fcet neflatiuen ^ fiegt, fo Witt Me 
Sfbfciffe aus bem 3JlitteI|}unfte in ber erperen 6urue burt^ 
ip + ^/ i" ^^^ festeren Surüc burc^ o? — 0« auögebrüit 
merben. CDie @(etd^ungen beibet SuxDcn werben alfo xt\p. 

{x+ae)\ y' — 1 itnh <^"^^*> y' 1 . 

unb burd^ (Subflitution ber SBcrtßc Don a? unb y au§ 
§. 182 wirb bieOteic^ung berettipfc für ^otarcoorbinaten 

unb bie ©leid^ung ber ^^perbel für ^olörcoorbinnten 



1 + e CO« o . • e C08 Q — 1 ' 

ie uiK^bem man btn näheren ober bm entfernteren 9fnn 
ber SurDe in aSfjHg auf benjenigen 5Srennt)unft, mlijtx 
aU SfnfangSpunft angenommen worben ip, betradjtet. 
!J)iefe @Iei(^ungen lafftn jtd^ gteid^fatts aud^ auS ben be^ 
tonnten ©igenfd^ften ber in SHebe ^\)tt\bin Sutüe ^erieiten, 
SBenn man flott ber großen 9fAfr 2« bth Parameter 
2p einführt, wo i* = opift, fo erfeunt man fiforbieS feiert, 
ba^ bie ©(eid^ung 

r = — P 

l-|-eco8o 

eine ©ttijjfe, eine ^nrabel ober eine ^pptxbtl bötfhfft; je 
nnti^bem e< 1, = 1 ober > 1 ift. 3m {e|tern ffaffe liefert 
jte jebod^ nur bm nä^er licgenben 9frm ber^^perbel, gemäj 
btm i?or§tn ©efagten« 

§. 198. S)ie affgemeinen S)ifferentiarauöbrü(fe für fcie 
JRic^tung ber Sangente einer Surüe, i^ren Slät^enin^alt, 
unb bit Sänge iljreö ©ogenö, geflalten p(!^ beim ©ebraut^ 
ber ^olarcoorbinaten wie folgt. 

2Die ©leit^ung ber gegebenen Suroe fei 



9^Icn«0iAiMtdi. 2fl 

@u(^t man bie Stiftung beriSurt^e in einem fünfte, befreit 
SoorbtNdten r nnb w ^nb, fo bat man nur ju bemerfen, 
ba^ bre getabe Sinie, mli^t btn Sßinfel x mit berienigen 
Vijfit einft^neft, Don n^elc^er aud ber SEBinfel (o gerechnet 
toirb; nnb beten ®{ei(6ung 

/ sin (o — t) 
r =ss r ■ 

lin (q — t) 

in §. 193 öufgeflefft tüorben ifJ, gemäß ben SutwidFelungen 
be8 XVI. ?fbf^nitta eine Sangente ber ßnrte in bem in 

dt 

Sebe jie^enten fünfte fein lüirb; wenn ber SBert^ Don -^ 

itjel^en bie (Sfeiti^ung ber geraben 8inie für biefen ^unft 
flicM, gleich ifl bem Söert^e beS nämlit^en a^ifferentiafDer* 
^altuifed aud ber ©(eic^ung ber Surüe. 9lun ergiebt bie 
Differentiation beö oorfle^enben SDert^eö üon r 

dr . / lin (o' — t) cos (a — t) 

do lin (€» — t)* ' 

o6er weil fih: ben in Äebe fle^enben ^unft r ^ss^r tinb ci' 
= w ift, 

-3- ass — r cot (ü) — t). 

golglid^ Wirb ber SEBinfel t, bm bie Tangente ber ©nrüe 
mit berjenigen %(c^fe einf(i^Iießt; oon weither au6 berSBinfet 
u) gerechnet wirb, allgemein beflimmt burc^ bie ®{ei(^ung 

cot(T-a,)=l^, 

dt 

ttjcnn barin ^ baö 35i|fcrentialt?eri^ältniß ber erjlen Drb^ 

ttnng Don ber Function r^fio) bebeutet* @d tfl f aum 
nöt^ig ^ bemtrfen, baß t — w feCbfl ben SKinfel beteid;net, 
totlä^m bie Sangente ber (SurDe mit bem WabiudDectot 
einfc^Iießt. 

du bemfe(ben Srgebniß fann man aucf; auf geometri» 



V» 



, i^*«*» "iPÄI^P^H* 




f^ißl^ 5Bje|je bi<ftt w^m^th. S» feirn « ««i> «/ »ifl- 31, 

fcen SSBert^n ük unb. w + dw ier 
Steigung ()e# 9tat^tpd|Dectotd ent? 
fpred^cn. SierSBoflieiiw}, roelc^tt 
auß bem Ranfte o mit bem ^alb^ 
mejfer om = r 6cf(ftricben ifl, ^ot 

5ie 8äUd^ ^^*>>/ ""^ ^ ^^^^ * 
bar., 5lun faun mon^ beiSSetrac^.tuug bcrOräuje, jwjwic 
eitte flftabe ßinic aufetjen, welche auf om tcd^ttrinflig jle^t, 
nirib bie Surüe in bem Snterüatte m« ttrit jiifammenföBenb 
mit ber Slangente. SBemirft man fobann, ba^ ber pinfcl 
nmq ba§ diwplemeitt bf & SSinWö %—io ift fo ^at man 
ttJie oben 

COt(T — Cji))=-^. 

Slennt man ö btn SBinfel, tvtldjm bie ffloxmak htx 
(SntDe im fünfte m mit ber Steife ber o? einft^ließt, fo ^at 
man vermöge ber vorigen gormel 



cot (ö — ta) =s — 



rdo 
dr 



mo ö— ,ü) ben Söinfel jtwifc^en ber Slor^afe. unb bem 
9labi«öDectür Gebeutet 

§; 199. Unter ber SWi^e einer SurDe ©ev^^t man 
beim Oebraud^e ber ^ülarcoorbinaten ben breifeitigen älrtura, 
njeld^er Don ber 6uri>e, einem fejlcn SlabiuSüector (j. S. 
bem mit ber ^Idjfe äufaramenfatteu oa, gi^. 37) \x\\\i bent 
Betüegüd^en JftabiiiöDector om begränjt mirb. 3)iefe tJIä^e 
mag tnüi u bejeicbnet metfreiii SBeitnvÄO um dw jnnimmt, 
fp mfld^fi u lim ba8 S)r^iedf omn, b»ff^i,?flSd!|«, infatmman 
«» wie gerablinig anflt^t, au8gebrti(ft witb burd^ 



9#bi«fo#i^tiMi«Oi. BN 

SBenn man ^iettB, i wie et 6f i Mm Ucbetflanflc jut ©rAnje 
jicts 6t\6)t\)tn muf, bk nmublxä} Tfeinen ©rö^en btt 
jtteitcn Drbnung üetna^Iftffigt, fo ^at man 

§. 200, ©i* baS DifferentiÄ ied ©ogene bcr Surüc 
betrifft, mlijtx wie frül}cr bnxä) s bejeid^net werben maß, 
fo fanu man taö glement mn, ?nfl. 37, bei ffictrat^tung 
6er ©ränje, Wie Sie ^^potenufe fced recfjtwinffigen Dreietf« 
wfl^ anfe^n, beffen Äat^eten jln5 rdw unb rfr. SDlan 
finbet alfp 



d. = rfc.|/r.+ (0. 



Sabei wit( bie Si^otauefel^ttg gemoii^t, ba^ btt fBogen « 

iugleic^ mit bem SBinfel «> )tinc^e. 

§. 201. SBiS man ben aDgem^nen %Mbmi bt$ 
Mmmungd^albmefferd für ^olarcoorbinaten ^oben^ fo 
(ami man onf bie «Formel bee §« 182 {itrtidge^en 

?tu9 ber Ofcic^ung bca §. 198 

cot (t — «) = — x^ 

* « 

erhält man bvird^ 3)iffcrentiation, inbcm r unb r aU ??imcs: 
tionen üon w angefe^en Werben, 

dt 

unb ba biefelbe ®Iri(^ung gitbt 
fo wirb 



8M »X» WMfVitt. 



4t ^+^\J'iki) r 



1 rf»*;^ 



anit^in tnbüii) 

X)a bic Stiftung bcr 9lormafe mä) §. 198 befannt ijt, fo 
reitet biefct Sfuebrutf für ben itrümmungS^Älbmeffcc ^in^ 
«m bit ßage beö 2HittfIpifnft§ bcr itrfltnmutifl fePjuflfHen. 

S)ie SBurjel Fr» + T^Yl* '«nu nad^ ©efatten mit 

6em Sorjelc^cn + ober — getiommen ttcrben. ®iff man 
bö§ 3ei^en 4" ^^i^f^alt^n/ fo folgt, baj bcr ÄrümmimaS* 
^albmeffcr al8 |M)fltib öngcfe^en toirb, toenn bic Difffren* 
tiafe Jt unb ifo einerlei SSorieuJ^en ffabtw, bagegeu ald 
negatio wenn biefefben oerfc^iebetie SSorjeic^en befiften. 9lun 
»irb ^ier bic S3ornu8fefeung Qtmaäjt, baf^ bcr Sogen s in 
gleichem @inne trie bcr SEBtufct ia junel^me^ fofgli^ gilt 
ber ÄrümmungS^albmeffcr als jojitio, wenn bic Sonca^ 
t)ität. ber Suroe nai) bcm 2fnfangSt)unfte ber Soorbinatcn 
l^ingewanbt \^, unb als negatio im entgegcngcfe^ten Wt. 

€>piTa(nt. 

§. 202. gjlit bcm giowcii (BpixaXtn beaeiiä^nct man 
getoiffe Eurocn, beren Sflatur unb ©igenfc^nften auf fin=» 
fasere SBcife, mit ^ülfc ber ^clarcoorbinaten auögebrücft 
tocrben fOnnen. 

Die STr^imcbifdic ®|?ira(e ^at bic ®lei(i^ung 



m ü rim po^tiDt Sonjtante bejett^net. S>ic (SurDe Beginnt 
im fftifaiigd|7unftf ober ^ol, unb bUbet eine unenbHiJ^ 
Jfnja^r Don SBtnbungeu um biefen ^unft; t^on xotliftm 
pc fi(^ niel;r unb me^r entfernt. 

§. 203. Die ^^perbodfc^e ®p\xaU f)at if}xtn 
9tamen Don ber Analogie i^rer ®(eid|ung 

a 

lüo a eine pbptiDe ßonflante bejcic^net, mit ber ©leic^ung 
ber §^perbel in 93ejufl auf ifjre Sff^mptoten. 35ie ßuroe 
(eßinnt in einer unenblic^en Entfernung t)om ^o^ wo {te 
eine parallele jur ?fd)fe ber x berührt, bereu ®Iei(i^ung i|l 
y^a-^ benu bte t^orfle^enbe ©(eic^uug fann aud^ grfc^rie« 

itn merben y = a ^^^ , unb gibt y =» n für w =« 0. Sie 

feilbet eine unenblic^e ^fnjnt)! t)on SSinbungtn um bm ^ol; 
bem fte {i^ fortmö^renb nAI)ert, o^ne i^n ju erreichen) 
nur für <*> = oo tvixb r == 0. 

§, 204. 35ie log.arit^mifc^e @|?irale, eine be« 
merfendmcrt^e Surt^e^ bereu ©genfc^aften bur^ 3afob 
SerncuOi unterfu(^t U^Qrben fuib, ^at jur ®(eic^ung 

ü) «=a log r, ober r = ä" , ober r =^ a** * " 
too a bie S3ct^ bed logarit^mifc^en ®^{}emd bejei<j^net, 
ive((6e großer a(d bie Einheit Dorau6gefej^t merben mag. 
J)er ®ert^ ten r, welcher bem SSinfel no ^ entfprici^t, 
i{i= 1^ folg(if^ beginnt bie 6:uroe in einem fünfte A 
ber ?f(^fe btf a?, beffen Sfbfianb oom ^ole gleit^ ber ©h^ 
N ifl. aSBenn w üon Sind au8 püfitiD junimmt, fo 
itä^jlr ununtetbro(^en5 bie Gurte bllbet alfo tont fünfte 
^ aus eine unenblic^e {Kujat}! k>on äßinbungen um bm 
^of, inbem fte fui^ fprtwä^renb ton biefem fünfte entfernt. 
SBeiin ü) ton SluH au8 uegatit iunimmt, fo wät^ft r un* 



3X2 XIX. fifffilßm: HfOam^otbinaUn. 

untertro^en fleinet} bie &itbe-6ill)ct alfo flleidjfalls üom 
Mfhmtti A a\i^ eine unenbli^e {(tijal^I üon aBinbuttgeti lun 
i)cn ^ol, 5em fte {Ic^ forttt^ä^renb nähert , oi^ne i^n {u 

S(u8 5er ©Icitä^unfl 

r r^ e 
erhält man 

a)ie gormel &e8 §. 198 für ben gBinfel t — w, »eU 

(^er jtt)ifd)en ber Sangente unb bem JRabiuaüector enthalten 

i|l, Qxtbt ttmnai) 

cot (t — w)==/a5 

biefer SBinfel ^at mithin einen conjlanten SBertl^. 

Semer mtrb ber ?fn8brnrf für bm ffrümmnngö^alb:? 

meffer mä) §« 201 

ocsrKl+(/a)>=7 • 

fSia. 38. ^ ^^^^ ^f ^^* ^' ^^ itrÜTnmiing§5 

inittetpnnft, welti^er bem fünfte m 

ber logarit^mifd^en ©pirnle juge^ört, 

fo fle^t bie 8tnie o\i ret^titinf Kg nwf 

bem ÄabinSbettor am. UebcrfcifS 

^aitn Äatiuöüertor unb lErüms 

miing6^a[6meffet jit einanber ein 

conflantee SBer^aitnif. 

Oejeid^net man mit Jt unb Q bie ^larcootbinaten 

be8 Ätümfflung8mittrt|)unft§ fji, aFfo reft>. bie gange o|i 

unb ben SBinfel ^ax, fo f^at man na^ bem Vorigen 

®cfet man bie SBert^e Don r unb «, »el^e üttö biefm 

©Icit^ungen fofgcn, in bie®teid^ung r = c**-** ber Surtje, 
fo erhält man 




XX. «K^Mitt. . fl»f«M»re H^unttt. 3B 

ober toaB auf badfcr^e ^inouSfotsmt 

R = e \ i^ I» J 

(il8 ^olargleii^Hnfl btx (Söofute. ®ie (goofute 6et loga« 
rit^mifi^cn Spirale ifl nlfo fcitfe nämlii^e Sutüf, tcelt^ 

TT # //» 

um bcn ^ol eine 3)<fe^if«fl xrm bm SEBtnfef ^ ~- erWtfn 

Ijnt. Um jii erfenncn, ba^ bk Süofute mieber eine loga« 
vit^mif(^e ©pirafe ifi, reicht eö iiörigenS ft^oii [;in ju 
bemerfeit, ba^ ifjre Sangente, welche nid)ta anbereö ifl al6 
btx Ärümmungätjalbmeffer \im, mit ifirem SlabinSüector o\i 
einen conflanten SBinfel bitbet. 



XX. BifDU^^re 4Pttii(te bcr thtntu SutM»* 



§. 205. 2)ie in btn 2fbfc^nitt«n XVL f. ^ntoidfeltm 
Scgtilfe^ welche jtc^ mif bie Seflinumittfl ber Snugetiteu 
ebener ßiirüen, fo roie ber o^mlatfixi^ijm Äaije oier äff? 
gemein ber o@cn(atorifc^en (Snrt)en bejie^en^ bmifjtn auf 
5em ©ebrati^e be6 Sa^for'fti^en ße^rfn^eö, unb ent^nlten 
im nffgenRinert bie 58ormiafe|ung, ba^ bie !J)ijferentiaft)er=^ 
^ätitttlfe bttitvAgm "Sn^näxm, >mciid^ ben SS^tl^ betOtbiitnte 
init^ffe *ct'8f8friffe nuöbtüdt, fite ten :in «Betraft fom^ 
nwriben ^ßmift fter iSurüe tnbltii^e mb *efHnim»e 'SBett^ 
annehmen. @6 ifl ai\o etfoarbet^lbj^^ gennäf bem 'ma9 im 



X. 9f6f(^nitte nti9 -eitiattbo: gefegt tcoxitn ifl, 5af tAt dutDe 
in ber 9ld^e fo((!^er fünfte contiumtnt^ fr t ^ unb fiberbied 
barf fcie Sunrtion für btn in Stebe flehen ben 9Bert^ 5et 
^Tbfriffe {i(^ nid|t in tinem ber Vuena^mrfäOe befinben, 
»eld^e in bemfetben Sfbfc^nitte nngeflebcn worben |inb. SBo 
e§ jtc^ anbete üerljält, ba ip bie Snrt?e im öHgememen tjon 
eigentpmli^er ©cf^affen^eit nnb bepfet baöjenigc, trn§ 
mmt dnen befonbern ^unft nennt 

3n ben meiflen Scillen haftet bie ©piftenj ber bt^onbt^ 
rcn^unfte bnran, bn| bie Gurtoe jwei ober mehrere ?frine 
^at, hJelc^e fid? in ben frnglic^en fünften vereinigen. 3n- 
beffen bieten nndj Surüen, meiere nnr einen einjigen Sug 
i&ilben ober ans mel;reren üon einanber getrennt liegenben 
3ügen befteljen, jnttjeifen merfiüürbige fünfte bar, wefdjc 
man im weiteren @inne gleic^fafle nnter ber SBencnming 
ber befonberen ^nnfte begreift. 

g9 fei y=zf{x) bie gegebene (Sleid^nng einer 6urüc, 
nnb man Ijabe üon berfclben bie fncceffiüen 3)iffercntint 

mr;ärtniffe %,%%, n. gebilbet. 

SBenn baS trfle S)ifffrentiart?er6ältni^ ^ für einen 

gEBert^a? = a berSfbfciffe ju 5rtntt mirb, iDäfjrenb aDe übri* 
gen ©ifferentiafoer^äftniffe enbliAe SBertt^e behalten, fo 
ifl bie Sangente ber ßnrüe in bem entfprec^enben fünfte 
jjaratttf jnr 9f t^fe bet 0:5 nnb bie Drbinotc iff, gemäp ben 
entmifffnngen be8 XIV. Sfbfd^nitta, ein SJlajHmnm ober 
ein SJlinimnm. 

SBenn ba9 jtreite ^Differentialüer^ältniß ^ affein ju 

afluB n^irb, hjä^renb äffe übrigen cnbUc^e aSett^e behalten, 
fo ift ber ÄrtlmmnngS^albmeffer nnenblii^ gro^, nnb ber 
@inn berÄrümmnng anbeut jic^. SKan ^at fobann einen 
©eugungöpnnft (üergL §. 65). 



Pcfcitüf Virtritr« 



9Bntn baB S)iffetentiafocr^itirtf ber bcittmOrbirang 

^ allein ju SluD »irb, fo mn^ ~ ein SJlapmum obet 

ein 2)linimum fein 3 aber babon fann tnaii in ber Stege! 
in (er ®efla(t ber (^nxJot nichts weiter ma[;rnet|men. 

SBenn bie beiben erflen DltferentiafDer^ärtnijfe ^ nnb 

^ juflleit^ an Slnff werben, fo tritt ber am ©c^Iuffe beS 

§. 145 bcmerfte gaff ein, nämlii^ ein Senflnngöpunft, in 
rcefi^em jugleic^ bie Tangente ber gnroe pnraffel jur?fc^fe 

§. 206. Sfnf er ben gaffen, n?o einjelne Differential 
ücT^ättniffe jn ^\\\i werben, ftnb jnnäc^jl bicjcnigen ju 
bctroAten, wo biefelbcn nnenbfic^ große SBertlje annehmen. 

SBenn ic{^ S)ijferentialüerl)ciftnif ber erjlen Drbnnng 

~ nnenblici^ groß wirb, fo ip bie Sangente ber Snrtc 

paraffel jnr ?f(fefe ber y. S)iefeö fann in tier gaffen ein» 

treten : in bem fünfte L., gig. 39, welcher im @inne ber 

X bell 9lanm begränjt, ben 
bieSnrüe einnimmt^ inJf,. 
wo bie Drbinate unenblid) 
groß ijl, nnb bie ®nrt?e 
tjon einer ^araffefen jur 
?f*fe ber y 6erfl[;rt wirb 5 
^ in JV^, wo ein ffieugnngS* 

IJunft jlatttlnbetj nnb enblic^ in 0, weither «pnnft ein 

Slürffe^rpnnft genannt wirb. 

üöenn baö 35itferentia(t?er[)aitniß ber jweiten Drbnnng 

-~ affcin unenblic^ groß wirb, fp nimmt ber Ärümmungö^ 

^albmejfer ben Söert^ 9lnff an. 

§. 207. ©obann fnib ^ier biejenigen gaffe in ©c^ 

S^aöiet, ^ip wnb 3ntcgralr. I. JBoub. 15 



gig. 39. 




N 



tra^tung ju jie^en, mo eitu (Surt^e »«elftere «m« bcfiit, 
beten aScreinigung ober 35urc^f reu jung ju befonbern ^unfc 
ten Sfnla^ gibt. J)iefe Sälle entfpred^en immer bencn 5er 
§§. 90 2C. 6tne Surbe fann nämli^ ttiir bcinn mehrere 
Sfrme l^oben, menn bie fjiinctlon y = fix), toel^e bie Dr^ 
binate barjleSt; SQurjeln mit geraben @j^pcnenteii enthält, 
beuen man alfo ein boi^pelted fßoxstxijtn geben mu^. 3in 
ailgemeinen entfprec^en fobann iebem äSert^e Don o; tneljrere 
SBert^e oon y, unb eben fo oiefe SlBertlje für jebeö (Ciffe- 
tentialt>er^ä[tni^, mxb bicfc SCBert^e gel)ören refp. ju ten 
üerfc^iebenen ?frmen ber Suroe, SBenn aber ber befonbere 
SEBert^ a? = a eine SBurjel in f{a;) jum SBerft^ttinbcn 
bringt, unb folgli^ bie SGBertI;c üon y auf eine flerinflere 
Sfuja^l juru(ffü[;rt, fo Dereinigen fid) jiüei ober mefcrerc 
Sfrme in bem entfpre^enben fünfte, totli)tv be^Ijalb ein 
Dielfac^cr ^unft genannt wirb. UeberbieS ergab fi 
in ben angeführten ^aragrapl^e n , baf ee l^ier jWei 
JU unterft^iben gibt. 

1) aSenn bie ©urjel in f(x) für ben SBert^ x=a 
be^^alb oerfct)tt)inbct, weil biefer SBert^ bie SGBurjel fclüil 
JU SfluH mac^t, fo faim bie ©ntmidfefung Don /"(« + *) 
nur Qtbxoäjtnt ^otenjcn oon * enthalten, unb mitbin 
müjfen atte S)ijferentiaIoerl^ä[tnijfe unenblid^ grop »erben. 

2) aCBenn bie SBurjel Derfdjtüinbet, weif ber SBertfi 
a? = fl einen gemijfen Factor ju Slull mac^t, mit »elc^eni 
biefe SBurjel in f(x) behaftet ifl, fo fann na^ einer be* 
fHmmten Sfnjabl Don X)ijferentiationen bie SGBurjel in ben 
!DijfercntialDerI)äItniffen ttiebererfi^einen, unbbieSa^Ior'fie 
Steige bleibt anwenbbar. ®8 fönnen affo nur bie erffen 
SJifferentiafDer^ältnijfe , in benen biefer gactor noi) m^- 
fommt, für bm SBert^ a? 5= a ju 9lull[*) werben, wäferenb 



*) Ziffer aScrtl^ mnü i|l ^m nur oö em befonberet gatt gu nf^m«. 



fd(f9tibttt f^itttftr. 227 

bic S)ifferf ntialberl^Ärtnifl'c ber l^ß^eren Orbnuttgen, in betten 
bit gebae^fe SBurjel loieber auftritt, etiblid^e vtnb öott eitt^ 
anber üerfc^iebene aSert^e aime^meit müffett, itelc^e tefp. 
i)en Dcrfd^iebeaen ?frmen ber 6itrDe aiige[;öreiu 

Sfuö bcm ©efagten trfettnt man, ba^ ein üielfat^er 
^unft baburc^ angejeigt merben fann, ba^ bit Differentials: 
Dcr^ältniffe ber erfien Drbnung unb ber Röteren Drbnungen 
unenbHdj grofe Söert^e annetjmen. Sfber biefe Sfnjeige 
ijl nic^t fti^er, weil bajfelbe aue^ in einem 83eugungöt)nnfte 
eintreten fann, in roclt^em bie Sangente berSurüe parallel 
jur Sfc^fc ber y liegt. 

2Jlan erfennt ferner, baif ein t?ielfa(i^er ^unft anc^ 
babure^ angejeigt roerben fann, ba^ bie erpen i)ifferentials 
Dcröälttiiffe ju SfluH werben. 35iefer Umftanb fann gleii^s 
falld in einem fBeitgmigdpnnfte üorfommen^ roo bie 5£angente 
ber ßuroe parattet jur Sfd^fe ber x liegt. Snbeffen wenn 
ben erjlen Differentialüertjältnijfen, weld^e SUnff werben, 
anbere na^folgen, welij^e aSJwrjeln in fit^ enthalten, fo ifi 
man ftd^er, ba^ ber in Siebe ffe^enbe ^unft burc^ bie SBer* 
einigung mehrerer Sfrme ber ßurüe gebilbet wirb, welche 
mit einanber eine fflerü^rung eingeben, beren Orbnung 
burt^ bie Sfnja^l ber jugleic^ cerft^winbenben Differential* 
tjft^öltniffe gegeben ip, 

3m allgemeinen geben alfo bie SCBert^e ober oo, 
hjelc^e bie erfien DijferentialDer^ältnijfe annel;men, fein 



^m oHgemrnten näm(i(^ torrten tit i^unctioit ncbfi bin crfirn 
Diffetentioloerl^ältniffen berfelben untet ben att^r^figten Umflänten 
nic^t itotbtoenbig t)erf(^h}inben, fonbern nur eine geringere Sln^al^I 
üon einanber verfd^iebener SBertbe annehmen, aU bie €urbe ^rme 
^^%^t l' ^' ^in^>t einzigen, ^an erfennt iibrigend auc^ in biefem 
aOgenifirteren gatte o^ne SRü^e eine Öerül^rung Don l^ö^erer Orb« 
nung, totidjt bie toerfc^iebcnen %frme ber €urbe in bem in (Rebe 
jlel^enben fünfte mit einonber eingeben. 

15* 
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jtt^ma Urtbfil über bic Statut bei bcfoiifieren ffunftfl; 
Didme^r bebarf es immer no(^ einer Unterfit^nng über 
beu Sauf ber Sarüe in ber 91ä^e bitfed ^unftd. 

§. 208. Der einfa*fle Satt, auf weldjeit fcie üo^ 

ftel)enben SSetrac^twngen angemanbt »erben fönnen, ifl ein 

^unft Yc'xt M, gig, 40, mcl^r bie SBcgränjaufl ehitt 

8ifl. 40. 6urt>e im Sinne ber x auömai^t. 

SJlan \:iai babei bie bciben %Mi 
Mm mb Km to\t ^met üerfü^iebem 
?frme ju betrad^ten, toAi^t ficfc in 
Jlf üeveinigen^ mögen biefeften W 
ji(^ ins Unenblit^e erfhredfen ofcerju 
"^ einer gefc^loffenen (Surte terbinben. 
Xie !E)iferentiaIüerI;flltmffe ber erfien !Drbnung un6 hr 
l)ö^eren Drbnungen ftnb für ben ®crtö ber ^fbfdiff, 
welcher einem foldjen fünfte entfpridjt, unenblidj ßrc^. 
IDaffelbe tritt ein, n?enn bie ©egrftnjnng ber (Surüc fciir* 
einen Slädffe^r^Dunft N gebilbet mirb. 

SDIan fann bemerfcn, baf ber ^unft N, fjig. 40, in 
welkem bie beiben ?frme ber Surbe auf einerlei (Seite btr 
gemeinfdjaftlic^en Sangente liegen, ein aWldffe^rpunft tcr 
aroeiten Sfrt ^ei^t^ bagegen ber ^unft 0, gig. 39, m 
bie beiben 9frme ber SurDe auf üerfc^iebenen Seiten 5ec 
flemeinf(^aftli(^en Sangente liegen, ein Slücffe^r|)unft ber 
erflen 9frt. 

35er f!faff, Itjü atte I)ifferentialüerbältnitfe unenMi* 
groj tt?erben, fann übrigens awdcj t>erfc^iebenen nnierm 
toieffai^en fünften tntfprei^en, in benen jit^ jirei ober 
mer;rere ?frme ber ßurüe vereinigen, irelcbe jugleic^ eine 
^araffele jur 9fd)fe ber y berübreu nnb babei entirc^er 
einanbpr burc^fc^neiben ober nicbt. 

§. 209. Söaä bie gäffe betrifft, in benen bie erflen 
!I)ifferentiart?erI;äItniJTe ju SSlwVi werben , mäl^renb bie \^\^ 



genbftt !J)ijferentialK?erf^fi(tnijfe rnMi(^r SBert^e anne^men^ 
meiere SEBttrjrin in fiä) enthalten, [9 geben ^e }tt ft^nUc^en 
üielfac^en fünften Sfnlaf; ivk wxffxn, in 5enen jeboc^ btt 
Sangente bet gurtje jjarnffer jur 9[äj\t btt x liegt. 

SCBenn aber bie erjle 35i{ferentiation fcfeon ^inreic^enb 
gemefen x% im ben Factor n^egjnfi^afen, mit toelc^etn bie 
SBurjel in bet gegd&etiea Sunftiou behaftet gemefen tfl 
unb melc^er für bett befonberen SEBert^ i? »=: « }u 9hiB 

tcurbe, fo mirb baS crffe Differcntiarüer^ärtnif -^ , welti^ea 

bie SQutjel toieber ent^ilU; mehrere Derfdjiebene enb(i^e 
SBert^e ge6en^ unb nuin ^at mit(;in einen Dielfac^en ^unft, 
in tt?elc^(tm bie ^rme ber (Suroe einanber fc^ieibeu, o6ne 
^i) ja berttl;ren. Unb n^enu in einem folgen ^nnfte über« 

bic8 ber SBertf; ton -0- jn Shitt wirb, fo finbet jugleic^ 

in jebem ber Sftme ber Snrüe eine ©engnng flatt. 

§. 210. 3um ^ij\\\% möge woij bemerft werben, 
t)a| man mit ber S3enenmtng ifolirte ober conjugirte 
fünfte getüiffe fünfte bejcit^net ii^ai, beren (Soi^rbinaten 
ber gegebenen ®(ei(^ntng jwifc^en x nnb y (genüge (eifleu, 
iüä^rcnb fte felbjl jebod) t»öttig getrennt üon ber 8inie 
liegen, welcfce biefe ©leic^ung barfieHt. .@o bat man j. ©. 
einen conjngirten ^unft für hzw SBert^ x = a, wenn biefer 
©ert^ in ber Sunction y = f{x) eine SCBurjel jnm 83er:» 

fdjioinben bringt, ol^ne fte in -^, 0, u. k^nfc^winben jn 

laffen, unb jugteit^ biefe SBurjel für aSe SBert^e'üon x 
jiüifc^en a-f 6 nnb a— -6, wo 6 eine beliebige enblic^e 
®rü|e üorjlellt, imaginär ip. 



fiM IrXI. «»flMH. 



XXI. Serölirettbe 9btntn ittib ftomnaleii fttt 

fntmmeii 9fö4pett. 



§. 211. 3it 5cr ^ürje fönen- ^ier junä^fJ fcie ^mipt^ 
fät^fii^Pcn ??ormeIn au8 ber atml^tifd^tu ®eometrie öon 
brei !Dimenponen jufdmmengepellt werbett. 

X'ic Slitfetung einer geraben ginie, votläjt bmi) ben 
SfnfangSpunft ber Soorbinaten ge6t, toixb buxä) bie brti 
SBinM a, ß, y feflgcfegt, tt?eldje bieft Sinie mit ben fofi^ 
tiDen Steifen ber Steffen ber x, y, z einft^Iief t. 3)ie 60= 
flnu8 biefer SBinfet feüjen offenbar unter einanber in bfn- 
felben 93er[;ä[tniffen wie bie Soorbinaten x, y, z, fq böf 
man bie ©leic^ungen ^at 

- 0? cos a J7 cos a y cos ß 

y Ö08 p ' z CO« Y ' ^ <^<^* Y ' 

»on benen je jtrei bie britte jur Uolge ^aben. 35a ferner 
bie ßoorbinaten beajenigen ^unft8 ber'Sinie, »eitler ben 
Sfbflanb 1 bom SfnfangSpunfte ^at, refp. jlnb cos a, cos % 
cos y, fo folgt 

cos a» -(- cos ß* + ^^^ V' = *♦ 
Sejeii^net man mit 

X = aZf y s= bz 
bie ©feit^ungcn ber ^rojectionen ber geraben 8inie auf bit 
@benen xz unb yz, fo ifl 



cosa 



. cosß. 



cos Y cos Y 

unb barau6 

a b i 
cosa=--— .cosß=,-7 — ; ^cosY= , ^ =^- 

SWan fann in biefen gormefn nac^ Oefaffen ber SBurjel 
ba^ aSorjeidien + ober — geben, roenn man nur in allen 



bret Sormtln bab nämliche 93or)ei^n fej^t. 3t naä) feem 
Sorjei(^en biefcr SEButjel gc[;ören 5ie Söinfet a, ß, y ju 
iem ritten oi^r tem andern Den benjenigen Steilen ber 
giiiie; mläjt bnxä) btn ^nfang6)7unft btt €oor5inaten Don 
einanber getrennt werben. Stimmt man fie pofitiD, fo 
ftejie^en {ic^ biefe SQinfel immer auf bm ^f)dl ber Sinie^ 
mlä}t auf ber (Seite ber pofitiDen z Regt, b. ^. melc^er 
mit bem jJojttiDen Steile ber Sf(^fe ber z einen f|?ifren 
SBinfel bUbet. 

§. 212. @d frien }n)ei gerabe Linien burc^ ben Sfn^ 
fang8))iinft ber €oorbinaten gelegt, loelc^e mit ben 9fc^feti 
refp. bieSBinfef a, ß, y unb a, ß', y bilben. X)er gegen* 
ftitigc ?f6flanb berjenigen beiben fünfte biefer Sinien, 
lüfli^e in bem SfbfJanbe 1 Dom ?fnfang8j)unfte liegen, bt^ 
trägt iab doppelte Dom ©iuuö ber ^älfte be§ SBinfelS, 
türfc^en bie ginien mit einanber rinfd|Iiefen. Slennt man 
alfo 0) biefen SBinfel, fo ijl 

48in|a)»s=(cosa— co8a')*+(^^8ß— <^<>sß')*-+-(«osY— cosy)», 

lüric^e ©leic^ung fld^ Dereinfac^t in 

2 sin A 0)* = 1 — (cos a cos a -|- cos ß cos ß' -|- cos y cos y '). 

Aber weit cosc«} = cos|w» — sin|C)i)^=I — 28in-J-(o', fo 
tüirb enbfii^ 

cos lü =cos acos a -^ cos ß cos ß' -)-cos y cosy . 

SBenn bie beiben geraben Sinlen rec^tnjinflig auf ein» 
nnber jle^en, fo ^at man 

cos a cos a -f- cos ß cos ß' -{- cos y cos y = 0. 

Sülglic^ »erben in^ei gerabe Sinien, bereu Gleichungen ref)?. 
jtnb 

s =iaz, y =nhz 
unb üps^az, y = 6'z 



««' 4. JA' + 1 ==0, 
§• 213. Die (Mei<^ng einer (Stent, »tlti^e tmttfe ben 
«fnfangöpttnft feer Socrbinaten ge^t, fei 

^"^f^ + Siy, 
unb bit Oleit^utifltn einer geraben ßinie, wüä)t burc^ bcn? 

fribm Sfnfangepunft ge^t, 

©obann toirö biefe ißinie in jener (gbeiie ent^nltwi fein, irenn 
fcen brei ©leic^ungen bwcä) b\t nämßti^en SBerti^e üon x, 
9, Ä ©enüge geft^ie^t. ajieö gi6t bie aebingtingög(ei(^un9 

§. 214. J)ie allgemeine ©lei^ung einer ®6fne ifl 

z = fa;-i-gy+h, 
wo X unb y jttei unfl6t;ängige SBeränberlifj^c bejeic^ncn, 
unb z eine ??unction biefer SSeranberlic^en. @a feien min 
X, y, z bie Soorbinaten eines beliebigen ^iniftö im 3launie; 
nnb mnn ^abe üon biefem fünfte eine gerabc ßinie nö(^ 
einem beliebigen fünfte ber (gbene gelegt, beffen Soorbinaten 
mit X , y , z bejeic^net »erben mögen. !Der STbjlanb beiber 
fJunfte mirb alsbann auSgebrfidft werben birrd^ 

V{f - ^y + (y - y'Y + (ä - zy, 
wo X, y, z rtu bie ©lei^ung gebunben ftnb 

Sttttn wirb bie in {Rebe flel^enbe gnrabe gkee eta ^er)»nbi(el 
auf ber gbene fein, wenn ber V)orpe|eHbe Stuöirutf, i» 
weldiem man z vok eine ?function ber beiben unabhängigen 
aSeränierlit^en x mib y anfeilen muß, ein SKinimum wirb. 
«m bie 8age biefeS ^erpenbifefe ju etrennen, ^at »«n 
nlfo gemäß ben §§. 147 it. bie Differentiale biefeö Sf»«* 
brurfe in Sejug auf x utib auf y einaeln gleic6 Slutt ju 
fefrem Dies gibt 



ar-ar' + — ,(« — «')= 0, y — y + ^ (ä— ä')=0, 

»tl(^cd müffiu bit (Slci^nngen bt^ gefüllten ^ttptnbäilB 

dt' dz' 

ftnb. ©e^t man barin für ^ nnb j7 \f}xt SBert^e ans ber 

@(ei(^un9 ber Sbene^ fo üertvanbrin ftc^ bieft @Ieic^ttngen in 
« — a:' + f(z — ä) = 0, y — y + J^ (* — * ) = 0. 
Sßenn man bie SBinfel, meiere biefe^ ^ert^enbifel mit 
ben V(^fen ber s, f, z einfd^(teft, xtfp. mit X, \il, v U* 

jcic^net, fo ^at man 

K/^»-|^»+l K/^+^'+l K/'+f'+i* 

S)te SBinfrl , toelc^e bie gegebene @bene mit btn Ebenen 

ji, xz, xy 6i(bet, jlnb t)on biefen SBinfefn 'kf ^, v nic^t 

uerft^ieben, 

§. 215. 3>er Sßinfel; meieren jn^ri Sbentn mit ein^^ 
anber rinfi^Iiepen; ifl g{ei^ bem SBinfel jmifc^en ben btibtn 
auf biefen @btnen errid^teten ^erpenbifefn. Sleiint man 
a([o (p ben S8in!e[ }mifc^en btw beiben Ebenen, beren 
@(fi(^uitgen refp. finb 

z = /"a? 4- yy + Ä 

z = fx + gy'\-K, 
fo ^at man 

cos (P = C+ Jg ^_^ 

Die {BfWiigung, xotlfkjt etfflDt tonben mnf , bamit bie 
Wbeii €^benen tet^nrinfßg mif einanber fJef>en, ijl alfo 

/r+yy' + i=o. 

§. 216. aSenn bie ©leic^nng ber ®bene in ber ®e^ 
W gegeben if! 

IT-f La7 + J!fy + iVÄ = 0, 

fb er^Ht man M ©{tt^uitgen bee auf i{;r enit^tetrn ^er^ 

penbifeid 



imb btc €9ftnud bet 3&in(e(; miU^e biefeS %^.txptnb\M mit 
ben Sft^fen ber o?, y, «, ober meiere bie gegebene gbcnc 
mit ben ©Denen yz, xz, xy einfc^Ue^t, jtnb refp. 

L M N 



§. 217. ®tan betraii^te jefet eine beliebifle »lät^e, be= 
ren (Sfelc^img Allgemein bargeftefit witb burt^ 

n?o ^ unb y n)ie bid^rt jtDei unabhängige Sercinberüc^t 
bejeic^nen5 e8 werbe bie ?fufgäbe geftettt, bie berübrenbf 
@bene (3!angentiatebene) nnb bie 9lürmale in bfin? 
jenigen fünfte biefer Stäche ju btjlimmen, beffen ßoor^ 
binaten s\ y, z jlnb. SJtan fönnte junäc^fl bie Sage 
ber S^lormale bnrc^ biefelbe ^Betrachtung pnben; meiere im 
§. 214 angetvianbt werben iji, wenn man näralic^ aU 
eDibent anfielt, baf ber füraepe «fbflanb eines beliebiflcn 
^un!t8 ber Stormale \>on ber gegebenen SIä(^e in bie 
Slormale felbfl fallen muß. SBie obm würbe man aft 
©leic^ungen ber SRormafe finben 

dz! dz 

WO jy unb p bie partiellen ^ifferentiatüer^äftniffe ber 

Sunctiott z bebeuten^ welche au0 ber ©leid^ung z =/*(a?',y ) 
j^erüorgel^en , ber bie ßoorbinaten beö in SBetrac^t gejo* 
genen ^unfts bei* gläc^e genügen muffen. Sfber eS iji 
^ier beffer, bie Sage ber berü^renben ^btwt bwxii äfjnlic^e 
83etra(^tnngen ju beflimmen , wie im XVI, Sf bfc^nitte ju 
©runbe gelegt würben. 

eine gtoie berührt eine fHad^e, tt>enn jtoife^n 6er 
gläc^e unb Jener @bene feine anbere gbene ^inburc^gelegt 



werten fann. ®in5 nun x unb y bic 9fbfriffen irgenb 
eines fünftes ber gegebeneu Sfäc^e, beffen Drbinöte z \% 
fo werben bie DrMnaten ber benachbarten ^nnfte m6\ 
§. 138 attgemein auSgebrütft toerben burt^ 

!Die ©leic^ung einer @bene, mefc^e burdj \it\\ ^unft ge^t, 
5effen Soorbinaten x y z fmb^ iji aber 

z^z =f{x — X) 4-5f (y - y ), 
fofglit^ werben bie Orbinaten ber benaii^barten fünfte 
5iefer @bene bargeflefft burc^ 

z^-ß^gk. 
3)er Unterfd)ieb jirifc^en hzix Drbinaten ber fjfäc^e unb 
benen ber (Sbtm ijl alfo 

Sßenn man nun bie Soefficieiiten f unb y ber ©feic^ung 
t)er gbene bur^ bie 83ebingung benimmt, ha^ in biefem 
Sfuöbrutfe bie ©lieber ber erflen Otbnung Derfc^winben 
follen, b. ^. wenn man fefet 

« rfc' dl 

fo üeriranbelt fic^ biefer Unterfc^ieb in 

unb man erfennt burii^ ttefelbe föetrai^tung »teim§. 159, 
ia^, wenn man für h unb ä ffeinere unb fleinere SBert^e 
fefet, man ben gebae^ten Unterfd^ieb geringer matten fann, 
öfe für jebe anbere übmt, totUift ber Dori^in gefiettten 
ffiebingung nit^t genügt 

35ie ©teit^ung einer berü^renben (gbene in bemjenigen 
^untte ber gegebenen glätte, beffen Soorbinaten x\ y , z 
fiu5, wirb alfo nat^ bem SJorfie^enben 



z -^ * = g (x-x) + 1. (y- jT). 

9RAn et^ bataus uumitte(6ar , noc^ §. 214, bit ®la> 
jungen btt 9lomaIe 

3)arin bebrüten ^ unt) ^; biejenigen SBert^e trer partietttn 

DifferentialDer^ältniffe bet guiidion z=^f{x, y), weitet 
bem S5erü]^ru»g8punfte entfpre^en. 

9öcnu mnn ferner mit l, \i, v bie SBinfel bejeit^net, 
welche bie Stormalc mit bm 2(cf)fen ber x, y, z bilbet, fo 
bat man 

cos Ai=s 



VCS)*+C»-+ 



COSfi=s 






i/CI)'+CJ)"+ 



i 

cos v = 



!Diefe 9fu8brü*e entfpred)en jugleui^ ben SSBinfrin , meiere 
bie berü^renbe gbene mit ben ©benen gz, xz, xy ein? 
fd^ßeft SKmnrt man barin bie 9Burje( po^iD, fo ge^örfn 
fie )u bem|eni^en S^eib ber 9lttm«Ie, wefi!^, Don bft 
gÜ^e aus flered^net, nat^ ber Seite ber }>ojJtit>en z liegt, 
b. 1^. mit bera pofltioen Steife ber ^i)^t ber z einen 
fpi^en SötnM Bilbet. 

§. 2t8. SBmn bie ©reu^ung ber Wä(^e in ber »orm 
gegelben ifl 



fo ftnb nad) §. 45 iC^tr S>iffeTeiitinfgIei(^ungeii btx erftm 
Drtrmng 

£ie ®rei(^Hng bei: betü^renben übtnt mitb Alfo 

bie ©leti^utigeti btx 9lormaIe n?erben 

rff" dF 

tnblit^ bie Gofinuö ber SSBinfel X, \i, v, roefc^e bie 5ttormalc 
mit btn Sfc^fcn ber x, y, z, ober bie berübrenbe ®bene 
mit btn ©beneii yz, xz, xy einfc^Iiefit, »erben 

dP 



cosX = 



iw + (sy + ©■ 



dF 






»^© + (sy + (? ■ 





dF 

§. 219. gine bcrü[)renbe (Sbcne fann mit einer ge^s 
gtbenen Stätte im allgemeinen enttreber nur einen einjigen 
^iinft gemein f;aben^ trefc^er ber 95erü6rnng9punft iflj ober 
fte fann biefelbe in einer befHmmteii Sinie fe^neiben, ober 
in biefer Sinie Hop berühren, o^ne ju fdjneiben; ober 
enfclic^ in ber ganjen STuSbe^nung biefer ßinie jugreiti^ be* 
rüljren unb fc^netbtn. Wtan bemerfe insbefonbere bie gdUe, 



MI XXI. fihft^fM. Mmnmu m^tn. 

»0 bie btxMfxtnbt ©feeiu bic gtSt^e in allen ^nnftcn einer 
unb bcrfelben geraben ßinie betübrt, lüeldje ©igenft^aft ben 
c^Iinbrift^en nnb conifc^en Släd^cn, unb überhaupt ben 
abtüidfelbaren Stäben jufommt^ fo mie ani) ben gaff, tvc 
bie berttferenbe @6ene bie glä^e in einer geraben ßinie 
fd^neibet unb nur in einem einjigen fünfte biefer 8inie 
berül^rt, meiere ©igenfc^aft bie njinbfd^iefen gfad^en befifeen. 
35ie (Soorbinaten a?, y, z ber ©c^nittfinie ber Sbene 
mit ber ^lüijt, wenn biefe \>m jener in einem fünfte be- 
rührt mirb, beffen Soorbinaten at, y , «' pnb, muffen au- 
genf(^einfld^ ben beiben ©teit^ungen ©enftge leifien 

dF , t^ I dV .. f\ \ dF . I. ^ 

©timinirt man au8 biefen ©leiii^ungen bie eine ober bie 
anbere ber 5BeränberIi(^en x, y, z, fo erhält man bie ®Iei= 
t^ungen ber ^rojectionen ber Schnittlinie auf bie (Soorbu 
natenebenen. , 

§. Z20. Unter einer Slormaf ebene einer gläti^e in 
einem gegebenen fünfte oerjie^t man jebe 6bene, weitet 
burd^ biefen ^unft red)ttt?inf(ig auf bie berü^renbe (Sbene 
gelegt werben fann. 3i)ie 9lormafe ift bie gemeinfc^afttit^c 
Siur^fdinittelinie affer SHormalebenen. 3fl affgemein 

z — z = /"(j? — a?') + y (y — y ) 
bie ©leid^ung irgenb einer Sbene, welche burt^ btn ^unft 
ber ?SIäc^e gel)t, bejfen Soorbinaten x, y', z jinb, fo wirb 
biefe (Sbene eine Sftormalcbene ber fSIäd^e fein , wenn bie 
Sonftanten f unb g ber ©feid&ung genügen 

1t ndz . dz ^ 
dz' dz' 

voo ^ unb ^ wieber bie friU;ere Scbeutung {;aben. SRnn 
erl^dft biefe ©trid^ung fowol au6 ber S3e6ingung, iQ^ bie 



XXII. «bfc^nttt Q«r»fii iwti b^fptUtt Sttummun%. 29» 

imd; ben §§.215 \n\b 217, ald au^l niid tcr ^etüigung 
ba^ bie 9lorma(ebetie bie Slormale in ftc^ entt;(ilteii itiu^, 
nati) ben §§. 213 unb 217. 

§. 22K ®ni^\6) fanu man uod^ temerfen, ba$, totnn 
man bmi) bett 93era^rungd))unft, toelc^er bet Släti^e ttttd 
ber ^erö^renbftt @6ene gemelnf(^aft[i(^ angehört ^ eine be«» 
liebige Sdieue legt, fobanu bie ®^tütt(itiie biefer @bene 
mit ber berfi^ttiiben @bette eine Sangetttt an bn ^ifnitt* 
liiiie biefer dbmt mit ber gegebenen %i&i)t fein tvirb/) 



XXII. Ctttticn oott bot>t>eUe( Arümmung. 



§. 222. 3ebe frnmme ßinie im 9lanme iji gegeben, 
fübalb man i^re ^rojecHonen anf jtüei ber Soorbinaten* 
ebenen fennt. (So feien 

bie ®Iei(i^nngen ber ^rojectionen einer (Snrüe anf bie (£be:s 
nen xy unb xz. ©liminirt man x au8 biefen beiben@Ieis» 
i^uugen, fo erhält man eine britte ©leic^ung jirift^en y 
unb z, njeit^e ber ^rojection ber ßtirbe auf bie @bene yz 
angehört. 3n biefen ®Iei(^ungen wirb x aU bie unab* 



*) £te Unfrrfuc^ungfn iihtt bie SBrrü^ningen ^ö^errr Orbnung unb 
inibrfonbrre Aber bir 5tri'immung ber %\ää}tn folgm im iiodtm 
Sanbc. 



ff&nQißz SSeranberüc^e (ingeft^en \ y tttiA x fit^ befHmmte 
girnctionen oon a?. S)eitn We Siige rmea «punfts eintr 
geflebencn (SutDe im Wainn« i^ BefKnimt; »fiin nur eme 
üon bell ßoorbinatcn biefea ^unfW flfge&m ip. 

§. 223. anan betrachte bie beibeu ^rilte ber gitroe, 
J)e«rn bic Sfbfciffen :r iinb a? + Aa? juge^ören. !l:)ie burt^ 
beibc fünfte ^inbiird^gelcgte ®f wntc wirb, xomn man Aa? 
(ihte^men lä^t, immer meljr mit ber Sougente btt ^roi 
in bem ^nfte, \:^txi Sfbfciffe a? ifl, jufammenfaflen. 9lun 
jinb bie brei (Eoorbiiiatm beS etflen ^imfte§ x, y, ä, unö 
bie beö jtüciten a? + Aar, y + ^y/ ä -[- Az, wo Ay un5 Az 
burd) Aa? un5 bic obigen ®Ieic^uiigen bcjHmmt finb. SJIits 
l;in werben bie Sojiiniö ber brei SBinfef, mefclje bie ©ecantc 
mit itw $fc^fen ber x, y, z eiufc^lie^t, auögebrüdft burc^ 

Aa? ^ 1 

ober 



Ay A« 

Ac^ 
Az Äj^ . 



3e me^r nun ^x jidi ötm SBert^e IRnff nähert, fceflo me^t 
närjetn fit^ 6ie «Ber^äftniffe ^ un6 ^ 6«t ©tänjett | 

tmb — , b. ^. beu X)iffercntialt?erl;ältniffen ber gunctionfii 

y = f{x) unb j5 = F(ar). 9leimt mau -alfo a, ß, y t)ic 
brei SEBiiifef, meiere bie Tangente ber (Eurüe mit ben Sftbfen 
ber a?, y, z einfc^fiept, fo ^at man 



Ctunen t0n hppptUtt ftrftmmtttig. 241 

1 

cos a = — 

n wellten Sormeln man für ^ mb ^ i^re SBert^e au6 

)fn ©Icit^ungen y=f{x) imb j5 = F(d?) ju fefeen ^itt. 

§. 224. X)ie k)or{le^enben STuSbrafe geben unmittelbar 
)ie ®[ei(^ungen ber Tangente. @a feien allgemein . 

y — y = ffi (a? — ip'), ä — *' =5: n (j: — j?') 
)ie ®[ei^uugen einer beliebigen geraben jßinie, meiere bur^ 
)en ^unft ber Gurt?e ge^t, beffeu (Soorbinaten x, y, £ 
in5, j)iefe gerabe giuie wirb bie ßurüe berühren, wenn 
nan M (f. §.211) 

cosß ig teosY • 4z 

cosa lur' cosa o^r 

^ie ®lei(^ungen ber Tangente ftnb a(fo 
m9 benen man nod) jie^en fiinn 

dx' 

mb, toit p^ feilet t?otart«fe^en litf , We ^roiectlonen ber 
Sntigente auf bie (Scjorbinatenebenm finb Sangenten an 
^e« ^rojectioncn ^fr 6iirüe, 

9lat)ifr, 2)if.- unk Sniearalr. I. ©aiib. 16 



^ - ^ =-sr(y — y)i 



M2 XXII. «if «nm. 

§, 225. SDiflu pnbet barauö fllrit^fattS bic ®tei(^un^ 
ber 5rtormalcbene. (S8 fti affgcmein 

bic ®Icid(unfl einer (gbene/ toet^e bind) ben ^unft 5ft^ 
gurüe gel^t, beffen Soorbinaten a?', y, ^ jtnb. ®iefe 
ebene wirb näd^ §. 214 ted^tminflig auf bcr Tangente 
ber Surüe jle^en, wenn man ^at 

f= AT-» 9 = 



5? da?' 

Solfllic^ Wirb bieOIeic^unfl berin9lebejle^enben9lorma[tbem 

§. 226. 6nbU(^ wenn man mit 

y — y = m(x — x'), z — j5' W n (a? — x) 
bie ©lei^ungen einer geraben ßinie bejeic^net, tüelt^e flleii^^ 
fattö burt^ ben ^unft gel^t, beffen Soorbinaten x\ y', i 
flnt), fo wirb nad^ §. 213 blefe ßinie In ber S^ormalebene 
enthalten fein nnb miti^in redjtwinfttg auf ber 6urDe flehen, 
wenn Me ßünflanten in unb n ber ©lelc^ung genügen 

§. 227. Um biw ?fu8bru(f für \i(K^ ^Differential teö 
gSogenö einer 6urüe \\\ flnben, feien Jlf unb i^, ^g.41, 5it 
gig. 41. fünfte, bereu Soorbinaten tefjj. jtnba?, 
X/ y, Ä unb jx + Aa?, y + Ay , ä + Aä. 
.X)ie Säuge ber ©etjne Müf ifl fobaiin 
|/^a^Ay2_|-AÄ». ?fn ben ^unft if 
ber Surtoe werbe bie Sangente IHLT gelegt unb auf fcicfe 
Saugente ba5 ^erpenbifel ivr tjerabgejogen \ flberbif§ ber 
»ogen Mlif ber SurDe auf bie gbene JfJVT jjra}trtrt. 9lfn«t 
matt www <p' t^ew Sfttnfrl iOrr, welcher jwife^en ©f^nc 
unb Sangente ent[;arteu ifF, p)^ erfennt man, baß 6iffe 



M 



mb «einer als üfT + TN, b. ^. Heiner ate 

9or|](tt^ menn man mit At bie in 9tebe ße^enbe ^ro|eettcn 
btB iboQtM MN legeU^net fo I)at man 

ober 

s-l^'+a)'+(S)-.(. + .). 

tüo a)<C<p — i<p*— 2c, iff. 8Sft man fobann Aa? ju Slnll 
werben, fo wirb fcer Sogen ber 6nrt>e immer me^r mit 
feiner 5'rojerHon jufammenfallen, nnb ber SBinfet 9 qUO)^ 
fatta immer nfiljer an Jlutt Tommen. 9Jtan lann alfo bie 

@ranie bed §Ber^ä(tnijfe6 ^ roie ibentifc^ anfe^en mit btt 

®rän)e be8 Ser^ffftniifee bed SBogend ber Snrüe jn Ajr^ 

\u\b tDtnn man biefe (entere Oränje mit j- bejeidjnet, fp 

tvirb 

9Jlan ttjirb ber SBurjer ba6 ©orjeit^en + ober — geben, 
je nad^bem ber 93ogen $ jnnimmt ober abnimmt, toenn 
man bie Sfbfcijfe x wac^fen fflßt. 

§. 228» Solan fann ^ier eine S^nlidje ©emerfnng 
maien, wie im §. 169. Die SofmnS ber SBinfel a,ß,y^ 
tt?el^e, bie Sangente ber Gnrüe mit' ben Sfcf)fen ber x,y,z 
einft^Iie^t (ajfen fit^ nfimfic^ je^t auc^ anebrfidfen bnrt^ 

thp a du dz 

cos a — fy, cos ß =^ cos y == Jg. 

3n btefen Sormebi roitb mm btm X)iferentiare d$ bai 
Sorjetc^m + ^^^ — Ö«*«n, je nac^bem man bie fiCBinfel 
a, ß, V in 93e}tig a^ ben einen (ybir ben atrbent ber Mberi 

16* 
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3t6eilc bet^rtitflente nimmt toeld^c t^utcfe ttn SSttö^nii 
pimft üon eiurtnbet getrennt werben. 

§. 229. SSenn man^ tvie bie^^ eine Qnrpt tmr<6 i6re 
6eU)en ^rojectionen. auf ^ie @6enen opyimb^^i&aü gegeben 
annimmt, fc betraii^tet man blefe (Sutüt lote feie @^nitt(inie 
jmeier c^linbrifi^en Stallen, metii^c Jif grn^nten ^rojectio« 
nen ju ®runbp(^en ^aben, un5 beren ©rjeuflungStinirn ref|). 
ret^twinffig auf jenen beiben (gbenen.pel^en. STber tjine Sum 
fann auf aKgemelhere SBeife wie bie ©d^nittliräe jweier itgcnk 
beliebigen gfäc^cn angefe^en werben, beren ©leic^ungen finb 

!E)ie Drbiuateu y uub z finb I;ier unentmidferte ?5uncticnen 
ber Sfbfcijfe x. äöenbet man alfo ba^ S3erfa[}.ren ber §§. 44 
nnb 45 an, fo erhält man burd^ ^Differentiation biefer beiben 
Steigungen 

dx^ dy dxl dz dx ' dx^ dy dx*^ dz dx ' 

unb baranS flit ^ unb ^ bie Söertbe 

* dx dx 

djy dx dz dx dz dz dx. äy dx 1^ 

^ dx dP dt IfW dx ^ dF df df dF' 

* •^■■^ I ^^^a^ m^m^m^ ^^mm» ■ — _ 

dy dz dy dz dz dy dz dy 

®iefeSBert[}e muffen in bietJormefu ber tjorigin ^aragraptien 
fubflituirt werben, um biefe auf ben üorliegenbcn Satt ju iibcr^ 
tragen. §intert;er fann man fobann y unbÄmit^üIfe ber flefle^ 
benen ©lei^ungen f(x,y, z) = Q unb F(x, y, z) =aenmiiiircii. 

§. 230. 2Jtan fann npc^ bemerfen, ba| mi) §.218, 
wenn man mit x, y , £ bie Soorbinaten eineö fünftes 
ber gegebenen Surüe bejeic^net, unb in biefem fünfte jtcei 
brai^tenbe Ebenen an bie jenigrn J&eiben mMfin legt, beren 
©(^nittUnie mit jenfr gurue ibentift^ ifi,. bie (Sfai^imflen 
biefer ^ei^en WHwm reft). fein, tperbät - 



Cttrtieii ti#ii.'l^{4itfti«Jltftmiiittit0. SM 

!3)iefe Reiben ©leid^ungm gelösten alfb iugleic^ nudb Itt 
Tangente btv ßurüe on, iinb bcjlimmeit bercn Sage. ?ftts 
gemein erhält man 5ie (STeit^ungen ber Tangente, wenn 
man in 5en 35ifferentialglei(f)unaen 5cr EurtJe flatt dx, 
dy, dz xt\p. f^reibt x—x, y — y, z — z. 



ftüwmm^Mtnt, ^aftmrfrr ter crflrn unb hn jtoeitm Krümmung. 

§.231. SDieSSetraii^tuuflen bcö XVI. 2fbf(^nitt8 über bic 
Serfll^rung ebener gurten taj^'en jtc^ allgemein^ mie mau 
fcbon in bem vorigen SCbfc^nitte feben tonnte, auf bieSBe^ 
tu(}rung Don Sinien unb Stächen überhaupt anwenben. 

SEBenn eine 8inie gegeben ifl burt^ bie ®feic^ungen 

y = f{x), z = F(xl 
unb eine )»eite Sinie burc^ bie ®[ei(^ungeu 

y = *(^)/ z = *(w), 
unb man fobann bie Wnnal^me n\Qji)t, ba^ beibe ßinieu einen 
$unft mit einanber gemein §aben, bt^tn <Soorbinaten x, 
y, z finb, fo erhält man al8 Drbinateu beöicnigen ^unftft 
i)er erjl€w 6urüe, meld^er ber Sfbfciffe a?4-Ä eutfprii^ 

unb als Drbinateu beSjenigen fünfte ber jnjeiten ßurüe, 
Mäjn ber nämli^en ?fbfciffe jugel^ört 

^ dx ~ rfi:» 2^^'' ^ dx ^ dx^ ;i . . 

3)ic 35ifferenjen unter Mefen Orbi|j<tteu ^Vkb alfo ref^). 
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iin5 man ßnt 

afS 9fu8bru(f für 6ic Sntfernimg ber in Siebe ffd^enbcn 
fünfte ber \it\\izxi 6iirt»en. 9luu crfennt mau biirt^ biffeltcn 
©c^Iupireifen, welche im XVI. 9fbfd)iütte anfleiüanbt motten 
ftnb, bap, tüenn mau bie in ben ©feic^ungen y == cp {x\ 
j5=*(a:) ber iiveiten (SurDc entljoltenen Sonjliinten fo bc* 

Ptnunt, baßf!e6en»ebinflun8eu^>=^, "^-^^ 

®fnfl|]c frifhii, bie jtceite 6iirt?c mit ber erfhrn tinc S3e? 
tü^runfl ber erften SDrbmrng eingeben trirb, nnb baß feine 
anbcre Surüe fttfe berferben mefjr nähern fann, wenn fle nit^t 
ben nämlichen Öeblngnngen unterworfen ifl. ßbenfo erfeunt 

man, \i(\%f icenn überbiea ben ©ebingungen^^^=^^', 

?^ = ^!gL> ©enflge geft^ie^t, bie feelbm «umn eine 

83errit}nuig ber jmeiten Drbnnng mit einanber einge^ien 
»erben, unb \i(\% Feine anbere 6nrüe fl(^ ber erfJeren meljr 
nftfjem fann, wenn fle nl^ betffellben Sebitigungen nnter^ 
werfen ijt. Unb fo fort. 

§. 232. !Die »erflijmng einer 6urt>e mit einer ebene 
fann auf A^nlic^eSBeife betrachtet werben. ::S)ie ©(eit^ungen 
ber gegebenen (Suroe feien 

nnb bie ®(eic^ung einerbeIie6igeu(Sbene, welche burc^ benjenigen 
yunft ber Snrüe gelegt ifl, beffen goorbinaten x, y, z ftnb, 

z— V «= w (a? — a:') + n — y ). 
aSenn nun bie «bfcijfe x übergebt in a?' + A , fo erhält 
man für ben mtfpre*enben ^unft ber (Suri^e 
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unb für fctn ^unTt tix 66«ie, »elc^ft 6tn STtfcifftn aj'4-* 

!Die Differeuj ber Ocibeu SQcrt^e ijcn z, meiere btt gbene 
unb ber Sitrüe ange^öien, toixb nlfo 

SBin man nun junä(!^f!, baß bic gbene eine berüf;renbe 
gbene au ber (Surüe fei, fo muffen bie Sonflanten m unb n 
5rr ®[eid}ung genttgen 

rfa? dx ' 

unb eö ijt nac^ §.213 unb mit 9lü(ffi(^t auf bie ®Ielt^uns= 
gen ber Sangente im §. 224 teiifit ju erfennen, ia^ bic 
t?crftel)enbe (Sleit^ung auSfagt, bck% bie (gbene burc^ bic 
Sangentc ber ßurüc fjinbiirdjgc^en muß. 

3)icfc ©fei^ung reicht nidjt tjin, um m unb n ju ht^ 
jHmmcn, unb in ber Stjat gibt e8 eine unenblic^e 9)lenge 
Düu (Sbenen, wetc^e burc^ bie Sangente tjinburc^gelegt 
ruerben fönnen unb fammtfil^ bie ©urüe berft[;ren. 9fber 
menn man noc^ bie ®Iei(f)ung rjinjnffigt 

fo {leRt mati bamit jwif^cn ber €urt)e utib ber Sbetie bie 
innigfle föerft^tung ^er^ töer<j^c mbgUdj ift, Inbem feine 
anbere ®bene jfcifc^n Jener unb ber SurDc [jinburd^geßen 
fann. tfus beiben ©(ei^ungeti et()ft(t man " ' 

dP^' dl ^ &§' d^z 

dx^ dx' dx'} dx dx'^ 

d^y ' . ^ 

dx^ dx^ 
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fptgric^ tüitl) Me ©leid^witfl ber in 8»e6r fle^cnbeti ebene 

Diefc ebene ^eijt bie oöculatorif^e ebntr, weil fu 
eine ©erü^nmg ber jmeiten Orbnung mit ber Surüe tin- 
flet)t, ober aus einem fpätet aniUßebenben ©runbe bk 
Krümmung ©ebene ber gegebenen 6urt?e. 

§. 233. 3n bem SBorfiebenben würbe x öl8 unab^an* 
gige SSeränberlit^e angefe^n, unb y unb z waren Swnctic:^ 
nen üon x. SEBitt man a?, y, z als ^uncfitMun einer be= 
liebigen anberen unabhängigen SBeränberlic^en betratet«!, 
[o fann man bie ©leit^ung ber ÄrümmungSebene für Mcfen 

»att finben, wenn man fiatt^, §j, ^^^%' dT* ^*^i^' 

nigen SfnSbrüdfe fefet; welche im §. 74 für bie SBertau* 
fdjung ber unab^ängigm. Beränberüt^en gegeben wotbtu 
jtnb, 2fber man gelangt bai\x einfacher , wenn man Don 
ber allgemeinen ©leic^ung einer ©bene ausgebt, weli^e 
burt^ bm ^unft ber Suroe gelegt ijl, beffen (Eoorbinaten 
^'/ y\ Ä ftnb; nämlit^ 

Ä{s-x) + B{y—y)+z^z=0, 
woraus man, inbem x, y unb z auf gleite SBeife als 
t>eränberli(f| angefetjen werben, bie beiben Siijferentiafglei* 
jungen ber erjlen unb ber jweiten Drbnung er^filt 

Adx -^Bdy + dz — Q 
Ad^x 4- Bd^y + dH = 0. 

3ene ebene wirb nun &ie gefugte ^rümmiutgSebene fein, 
wenn biefen beiben !J)iferentialgIeic^ungen ^i«fc^ biejeniaeii 
®ert^e dx\ dy , dz, unb d^x\ rf*y', d»z ©enftge gc* 
fci^ie^t, welche ber ßuroe angehören. ©efKmrat man fllfo 
bie Sonflanten A unb B burc^ bie beiben ®Iei(^ungen 

Adx + Bdy' + rf* = 
Ad^x + W V + d'^z = 
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nttt fti^tittrt i^t asScrt^ in bk cü^ aQaetnritif ®IeU 
(^ung in ebene, fo fommt 

{dy d*z -^ dz' dhi) [p^x) +(rf«' d^s ^ dx dhi) (»— y') 
+ {dx rfV — rfy' rfV) (z--* )=0 

fll6 bU gefugte Olc^img ber Ärömmunflöebene. 

SBoOlte man x jur unabhängigen SBeränberlic^en an«^ 
nehmen, fo \)mt man in biefer ®Ieid)unfl d^x = ju' 
fefeenj man irürbe baburc^ wieber auf bie ©leit^uufl bt^ 
vorigen ^Jaragrap^en Jurücffornmen. 

§. 234, SDIan betrachte jefet bie ©crü^rung ber gege*? 
benen Eurüe t)on boppelter Krümmung mit einer Äugel» 
fläche bereu allgemeine ©leit^uiig ifl 

B» a, ß, y We Soorbinaten beö SWittelpunftS unb ^ ben 
Öalbmeffet. ber Äugel bejeii^ntn. SBenn biefe glä(^e buri^ 
bm ^unft ber ßntüe ge^t, bejfen €üorbinaten x , y', i 
^nb, fo ^dt man 

SBenn fte äberbie6 bie 6uroe einfach berührt; fo mu^ bie 
S)ifferentia(glei(^ung . ber erfien Orbnung t^on biefer le^tern, 
toenn man in berfelben nur x , y , £' al0 tjeränberlid^ an* 
fir^t, nämhc^ 

burc^ biejenigen SBert^e Don dx , dy\ dz erfüllt ttJer^en, 
»fft^e ber SurDe angehören. 3ebe itugelflätj^e, welche fo 
Btflimmt \% ba^ bie Sonjlanten a, ß, y unb q biefen bels» 
ben ®Iei(^ungen ©enüge leijlen, njirb alfo bie gegebene 
Surüe berühren, ajian erfennt flbrigenö au8 §.225, ba% 
bie jweite ton biefen ®let(^ungen anjeigt; ba^ ber SÄittet* 
puuft ber Äugelffflc^e fid) in ber Sflorinalebeue ber gege* 
btnen (Surüe befinben muf. 
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§. 235. acßeitn b\t ^tge(fia^ Hm SBerA^in^ Ux 
jtDfiten 40r5nung mit btx gegebenen (Suree eingebt ^ fo 
mttf bie ^lfferentia(g(ei(^ung~ i)er jn^eiten Orbnung Don 
btx obigen ®(ei(^ung, nSmlic^ 

glci(i^fall8 \\oä) bnxij bicjcnigen SBert^e ber !DijfereiitiaIe t?on 
af, y'f z erfüllt lüerben^ welt^e man nuö ben ©feic^ungen 
ber Siirüe erhält. Stimmt man alfo bie genannten ^ife^ 
rentiale auf biefe SBJeife afs fcflgefleDt ap, fo wirb \tk 
^ugelftäc^e, für wcfdie a, ß, y nnb q ben üorfte^cnben 
®leicf)ungen ©enüge leiflen, mit ber gegebenen 6urue eiitt 
©erü^rung ber jmeiten iDrbnnng eingeben. $)a ferner bie 
lefete ®Ieid)ung au8 ber I)ijferentiation ber ©leirfjimg 6tr 
9lormaIebene ^ettorgegangen \^, xotl^t bwcä) benjenigra 
f)unft ber 6urt>e ge^t, beffen Soorbinaten af, y^ i pui), 
fo ifl flar, ba^ bie gebadete ©lel^ung ber jenigen Slormal- 
ebene ber EurDe angeboren muf , h?elcbe buni^ ben ^unft 
ge^t, bejfeji Soorbinaten x -^dx, y +rfy, z-\-dz finb, 
hieraus ergibt fic^, ba^ ber Snittefpunft ber oScufatorifAen 
Äuget in einer gcraben 8inle liegt, totldft bixtij ben Siirt^- 
fdjnitt ber Sflormafebenen jmeier fünfte bet ßurüe gebiftft 
irirb , bereu STb^anb Heiner gebac^t trerben mifß fll8 jeftf 
angebbare ®röpe. 

§. 236. 9öenn man butc^ ben 2JliHtIjnmft einer fc 
gel, meiere eine gegebene (Surue im fünfte m berührt, un5 1 
bnrc^ bie Sangente ber (Snrt?e in bemfelben fünfte, eiiu 
(Sbene legt, fo ivirb biefe ©bene augenfi^einlidi bie Äuflcl | 
in einem größten Greife fdjneiben, welcher gleit^fdOfi to 
SurDe berütjrt. 3ebe Suroe Ijat alfo eine unenbtie^e 8«^ 
ja^l »on berfi^renben Greifen, beren fflÜtteH^u^fte ffimmtlicl 
in ber 9lormalebene ber (Snroe liegen. 

Unter aOen berübrenben Äugeln bet gegebenen Sutw 
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Seic^nen fi(^ iiniäd^ft bit o6tt(Iatorifd^eii j^iigeln attS; beten 
aBittefiJimfte in bet Xliri^fdjnittelinie jmeier mif einanber 
folgenben 9lomiaIe6enen ließen. 2fbet unter biefen jtngeln 
ifi mieber biejenige befonbeta ^ert^orjn^eben; wt\d)t ben flein^ 
Pen §nlbmeffer beftfet, unb beten aRitteIf)unf t in bet ^tfim^ 
tnungdebene liegt, mld^z bem fünfte m bet gegebenen 
Sutt)e jugeljött. 5Det gtöpte Ä^teid, in welchem biefe Ängel 
Don bcr Ätümmungöebcne gefc^nittcn tinrb, ijl nit^t nut ein 
bertifjren&et Ätcia bet gegebenen Gutüe im fünfte m, fon^ 
5ern et ge^t übetbieö in biefcm fünfte eine Setüfjtung bet 
jtüciten Dtbnnng mit bet Sutüe ein, n?eil et bie Dutdj- 
fiiuttölinie j^eiet gläi^en if», welche P(^ felbft mit bet 
GntDe in einet SBetü^tung bet jweiten Dtbnnng beflnben. 
golgtit^ ip biefet ÄteiS bet o6cu(atotifc^e Äteiö obet, weil 
er bemjnfülge bie^Ätümmung bet ßntüe mipt, bn Ätüm* 
mungsfteis bet gegebenen Gutüe, unb bie (Sbtnt, lüeldje 
i^n in jlcfe enthält, I^ei^t eben baljet bie ÄtümmungSebene. 
Man finbet nugenfc^einUc^ ben ^tümmnng6fteid, n)enn mdn 
ben obigen aSeblngungeil jut ©ejHmmung bet Sonflanten 
a, ß, y unb q noc^ biejenige ^injufügt, tnf ber ©leiti^ung 
ber ^tümmungeebene §. 233 ©enüge gef(^e^en mu^, menn 
mau barin a?=a, y=ß, Ä=y fefct. 3)te Gootbinaten 
fces SJlittelpunftö unb bet ©atbmeffet beö ÄtümmungöfteifeS 
»erben alfo butc^ folgenbe tict ©feic^ungen gegeben 

(a-^V + (ß~y)"+(y-Ä)' = Q' 

ifci — (a— j?) rf^a? — (ß — y) d^y — (y — z)dH = 

ia-x)X-j-(ß^y)Y+iy-z)Z=0. 

3u gtöfetet ©infadjl^cit finb tjiet bie ?fccente weggeblieben j 

für rfr»+rfy» + rfÄ» ip fein gßettl) ds^ gefegt, unb enblic^ 

jiir Sfbfütjung 

X^dyd^z—dzd^y, Y=dzd^x^dxd% Z^dxdhf—dyd^'x. 
9)}an et^ält bataud iwx&i SUminatioii 






a— a? = 



? ]p+?H^* ~' 

9luti ip ferner 
Wz — Zdy={dzd^x — dxd^z)dz — {dxdhi--dyd*x)dy 

=(£fcr«+rfy H dz:^)d^x- da>(dxd*x+dydHf+dzdH) 

=d$^d^a;--dxd$ d^9=d9\d(^ i 

ebenfo 

Zdx—Xdz=d8 ^d^y--dydsd^s=d8^. d H^ 

Xdy-^ Ydx=48^dH—dzd8dH^dsK d (^^ \ 

wnb folglich 
{Ydz—Zdy)^-{Zdx^Xd&)^-{Xdy—Ydx)^=ds^[(d^xy-\- 

§fufer5em mirfc 

aWit^in fann man fcie Dorigm Sfiiöbrfirfe fd^reiften 



a — a? = 



f^-!^ = 



y — J5 = 



ifes.tf(^^ 



'-■'(¥) 







di^ 
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!Dtefe ^uddratfe tnt^pttifm fog(ei(^ btm it^mxbtxm 

Mt, m man bin 93ogen s a(d unabhängige SSeränietlubr, 
b. \). ds all conjlahtea ^Differential anfielt, menn man 

du=0 feijt unb folfllic^ flatt rf(J), d(J), rf(J) 

§. 237. SDlan fann ju biefeu Sfuabrücfen auc^ birect 
gelangen, tt»enn man bie ©nttüidfefungen beS §. 185, wel^e 
eine ebene (Surt>e betreffen, auf jebe beliebige Gurüe au8* 
bebnt. aJlan betrachte brei auf einanber folgenbe fünfte 
ber guri?e~ nämlic^ ben ^unFt /, Sig. 42, beffen Soorbina* 
?flß. 42. ten x, y, « flubj ben ^unftm, beffen 

©oorbinaten ffnb x-\-dx, y + rff, 
Ä + rfÄj un* im yunft n, beffen 
goorbinaten ^wb a?+2rfa? + rf*a?, 
y+Idy-^dH), Ä+2rfÄ+rf"j5» 3n 
bem Sntertatte Im, ober ds, mirb bie SurDe als jufammenfat 
lenb mit ber Tangente im fünfte { gebac&t, unb ebenfo in ia,vx 
3ntert>aIIe mn, ober<fc+rf**, af§ jufammeufaHenb mit ber 
Sangente im fünftem. Die ©bcne, toelc^e bie beiben Sangen* 
ten Im unb mn in pd; enthält, ifl bie Ärftmmungöebene ber 
Kurtjc im fünfte /. SSerfängert man Im um bie ®rÖpe 
mc=lm, unb beft^reibt au§ biefem fünfte m alö 2JlitteI- 
iJiinlt ben uuenbli^ Meinen Sogen ce, fo ^at en bie ©e^ 
beutnng rf»«. Serncr fann mau ce mie eine gerabe ginie 
anfe[)en, uub bie SBinfel, lreltf;e bicfe ßinie mit mc unb 
m bilbet, mie rechte SBinfel, rneil jie üon einem rechten 
SBinfel nnr um eine unenbli(^ Meine ®röfe cerfc^ieben 

jtnb. Snbli* gibt baS öert;«Itnip ^ben ©ert^ bed Son* 

tingenjminfelS (f. §. 182), fo ia^ 

ce . ds . rf»« 

-— = — , woraus Q = — , 

cm o ' ^ ce ' 
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WO Q tt>it bi&fyti btn Arümmintgd^lteteffer btbeittet ^e- 
metft man fc bann, ba$ bit Soorbinatm btö ^unftcd« 

/projtctiouen t^pn c« auf bie ?(d)fen bet (F, y. z fein ircr^ 
ben i^3B, dH^, dH. ffifo tüixb 

cn = y (^d^xy+{dhfy+{d^zy 

imb ^olQÜä) 

moraud f)tx\)oxQti)t 



SSHQ man je^t auc^ bie Sage bed ^rftmmiingd^ii(6^ 
mefferd befHmmen, welcher berfönie ce paraHef ifJ, fo ^at 
man ju bemdtfen, baj^ bie Soflnud bet SBinfel, totldjt Im 

mit ben Sfdjfen einf^Iießt, refp. jinb ^, ^, ^j unb bem* 

na^ bie ^cfinud ber SQinfel, m^ld^e mn mit ben ^(b\tn 

menn im J)reie(f wc^ bie ginien mc unb mc ßfeicfc 6er 
©in^eit lüiiren , fo mürben bie ^roiectionen bicfer Sinieii 
auf bie brei Sfc&fen gfeic^ ben ßo|iuuö berienigen SBinfel 
fein , welche* jie felbfl mit btn Sf^fen einftfcfief en. 3)ie 
^rojectionen Don ce njürben alfo glei^ btn !i)iferenjei! 
biefer KopnuS feinj morauö folgt, ba^ man bie ^rojecHoiieu 
oon ce fefbjl er[;alten wirb, tt?enn mau biefe iDiffereuien 
mit mc ober ds muftiplicirt SSejeic^uet man alfo mie oben 
mit A., \i, V bie SBinfel, tvtlä^t ber Ä^rümmunge^nlbmejfer 
mit ben STc^feu ber x, y, ä bilbet, fo ^at man 

ce.cosX=d8.d f^)/ ce. cos [i=d8 .d f £\ 

ce , cQsv^^df • ^ r j" )/ 



ober weil cc = ^i- tüar, 

§. 238. ?fuS biefen ©tcit^ungm fann mrtn leicht no(^ 
folgcnbcn bcmerfenßircrt^en Sfuöbrutf für btn ©ontingenj:? 
ttjinfct einer (SurDe üon boppelter Ärümmuug l^erleiten 

ä^ln6j erfennt man, bd^ ber VuMnitf fttr ben Jtrüm^ 
mungd^al^meffcr Q.aui^ unter ber 9orm 

iaröeflefft »erben fflnn, wie man ütrißtM ani} f(^on aus 
§. 236 l)Mt f^liefen rennen. 

Sßejeii^net man ferner wie im §. 223 mit a, p, y bie 
SBinfel , welt^e bie Tangente ber ßwrüe in bemjenigen 
Ranfte, beffen Soorbinaten x, y, z jinb, mit ben ST^fen 
6iI6et> nennt man überbiel w ben Eontingenjipftifel, unb 
bcrütffidjtigt bie 9fuSbrütfe beö §. 228 für cos a, cos ß, 
cos y, fo üerwanbelt fit^ ber üorige 2fu8brudt in 

w = K(^.cosa)»+(rf.cosß)»+(</.cosy)». 

S)iefe ®(ei(^uQg fann man au(^ birect gefreiten. "S^mw 
man ^at 

cosdi) sspcos a (cosa-l*^* eosa)<4- cosß (cotß-f*^* ^<>sP) 

+C08 y (cosy + <lf r cos y) , 

wib ba allgemein cos w = cos | «» — sin \ w* , folgric^ 
1— co8w=2sin|o», fo Wirb 

(2sin|<«))*=s=2-2oosa(co$a-{-rf.cos€t)— 2cosp(cosß+rf.^osß) 
' —2 cosy (cosy 4-^' cosy). 



@e^t man nun flatt ber 3a§I 2 btn bamit gltid^tbeuten? , 
bm ÄuSbrurf | 

cos ä"-f-cos pt^-f^®* y*-|-{co$ a4-<'.cos a)*-[-{co«P-M.cogp}* 

-f- (cos y -[- ^f . cos y) ', 
rebucirt fobann, unb beachtet, ba% ttcmi^man ben SBinfel 
0) unenbtidi Hein annimmt, (2sinio))«=a)" h?irb, fo er^ 
§ält man mieber bie üorige ©leit^ung. CDiefe ©lei^ung 
liefert allgemein ben Vudbrucf fflr ben nnenbUii^ Keinen 
SßinFel, melt^er jtcifci^en jttei unenblit^ na^e auf einani)ei 
fblgenben äagtn einer ßinie entsaften ifl, beten SBinfri 
mit ben Werfen burc^ a, ß, y audgebrüdt »erben. 

§, 239. 35ie Dorfle^cnben grflebniffe bejie^en fic^ auf 
bie erfle Krümmung ber vorgelegten ßurüe, rtJelc^e im 
(Sinne ber ^rümmungaebene ftattfinbet; ^uferbem aber 
i{l ju beachten, ba^ je jmet auf einander foiftunbe ^rünt:: 
mungSebenen einen unenblid^ ((einen SSBintel mit. einanber 
einfc^Iief en , meld^er baQ SJlaJ für bie jmeite Ärüm^ 
ttiung biefer Surüe abgibt. ®ö fei 2 biefer SBinfef, unb 
bie ©leit^ung ber ÄrümmungSebene in ber ©eflalt, mie fie 
im §. 236 jiir Sfntoenbung !am 

(a_^)jr+(ß-y)r+(y-z)Z=0, 

fo tüerben na^ §. 216 bie Sofmuö ber SBinfet, totlfy i\t 
Sflormale auf biefer ®bene mit ben Werfen ber x, y, i 
iilbtxx, refj). auBgebrüdft werben burc^ 

' X Y Z 

yx^+Y*+z*' |/"x»+r«+z*' f^x^+r^+z* 

35er SEBlnfet Q jtoifc^en jtpei auf einanber folgenber Äriim* 
mungenSebenen ip aber gfek^ bem ®infe[ jtüifdjen ben 
beiben Slormalen auf biefen gbenenj folgli^ ^t man nöi| 
bem vorigen Paragraphen 



Citroeit P9m i$pfiSU9 JMmmiiiig« 2Sff 

ober ttetitt matt entoitfeft ttnb jufdntmenjie^ 

ober awij 

^ y {XdY-^TdX)^+{YdZ-^ZiY)*+{ZdX^XdZ)9 
" = ^ X^Y^Z^ • 

9hin jinbet man abtv leidet 

dX=dyd^z—dzd^y, dY=dzd^s—dxd% dZ^^dxd^y-^dyd^x'^ 

fobann 

Xrff— frfJ YdZ^ZdY ZdX—XdZ 

, I ISSS ' ' ■ ' " ' ' I ■ ■ ■ n JSS! ■ " I 1 1 1 » n {5S5B 

dz dx dy 

k{d^xd^-d^d^x)'^dx{d^ydH-dHd^)'\-dy{d*zd^x--d^xdHy^ 

iüorau6> folgt 

Q_ . dx{d^xd^y^4^^x)-\^{d^y^--4H>i^)-\'dy{d^zd^X'-'d^xd^z) 

«öejei^itet man mit P bat 9Jer^«rtni^ bc9 SSegenere- 
mtnts (b ber ©urüe ju bem SBlnfef ß amlfi^en ben Briben 
Mmhtunööebenen, weld^c ben ©nbpunften bicfeS ©lemcntö 

Am 

entfpreti^cn, b. u fefet man p- = ß, . fo ipirb 

liefen SEBertl} P pficflt man ben ©afbineffer ber jtüeiten 
Mmmuuß ju nennen. ?Ölan fle^t, ba^ ber $albmeffer. 
ber jitjeiten Krümmung bon ben !t)ifferentiafeh ber britten 
Drbnnng ber Soorbinaten x, y, z abCjängt, träfjrenb ber 
Salbmeifer ber erflen ^rümmnnß nnr Don ben J)ifferentialen 
ber jireiten prbnnng ab^anflig. tpar. 

§. 240. 5IBenn für alle fünfte einer gegebenen ßinie 
bie ®Iei(i^ung beflef^t 
(ixd^y^dyd^xy'\-{dyd^z--'d!U^y^^'{d%d^x--dxdHy^^ 

9laö(cr, a)ijf.* «nb Sntegtalr. I.^anb. 17 



2S6 ' ^xtt. mtfi^m 

ober, »(td banrit QitüfMtntvnb ifl, Me ®l6ifxmß 

fo folgt vermöge ber §§. 236 imb 237, ba^ btt ^attmeffft 
Q ber crflcn itrttmmung imcnbfi^ groß wirb, ober ba^ je 
jtüci auf einanber fofgriibe gicmentc ber ßinic fletö eine« 
SBinfel Sluff mit einanbet einfc^fießen, b. 6. bie SBerlanfle* 
Hing üon einnnber bilben. 3ebe biefer beiben (Steitftungen 
fjäriii^t alfo auf eine affgemeine SBeife bie anal^tifti^e ffle^ 
bingimg au8 , ber bie SBerttje ber Soorbinateii x, y, % 
(Seni^ge leiflen mftffeu, bamit fle einer gerabcn Sinie an= 
gehören Wnnen. 

§. 241. ^txm b^gegfn fftr aSe ^imfte eiltet Sinie 
bie ®Iei(^ung befielt 

dz (d^x d^y — d«y d^x) + dx (d^ dH — dH d^y) 
+rfy(rf»Ärf*«— d^x d»j5)a=0, 
fo folgt natfe §. 289, ba^ ber ^afbmeffer P ber s weiten | 
Ä'rümmnng «nenbllij^ groß wirb , ^btx ba^ }e jruei nuf 
einanber folgenbe ^rümmungdebentn einen fEBinfel 9lu(I 
mit einanber einfe^Ii^ßen , ^. ^. )nfiimm<nfaSen. S)iefe 
©leiAung gibt a(fo affgemein bie analptifc^e S3ebingun(), 
ber bie SBert^e ber Soorbinatm x, y, z genügen müfffii; 
bamit fk einer ebenen Sur&e on^e^ömt tftnnen. 

§. 242. 91ad) ben §§. 234 nnb 235 erlangt eine 
Ä:ugel mit einer gegebenen Eurüe in einem fünfte, bejfcii 
SoorWnaten x, y, z finb, eine SBerfl^rung ber jweitenDrb:^ 
tiunö, wenn bie Soorbinaten a, ß, y beö SJiittelpunftS «n& 
ber ^albmeffer q ber ^ugef ben brei ©leid^ungen genügen 

{a^x)dx+{^—y)dy^{y—z)dz=Q 
A*-(tt— ir)rf^a?^(ß — y)rf»y— (y — «)rf«Äi=0. 



ttttrutit Mo Up^lUt 'Jtdlittmtiti||. SW 

S)a Me SefKmmimg einet flugel Dou tner 6onftdnten Ab«« 
^ängt^ . ^ier baQtQtw itur btet ®{ei(^tfnflen ®eff flge geleiftet 
»er&tn foff, fo folgt, baf fftr Jeben Vuntt 6er gegebnieii 
SutDe eine unenbHc^e 9)tenge t7on DScnlatorifc^en 5tnge(n 
angegeben metben fann« 9((Ie biefe kugeln ^en, toie fc^on 
(Arn QtitiQt motten i% i^re ^ttte{|>unfte auf einte getoöen 
Sinie, ti^elc^e f\d) al9 i)k .£)nrc^fc^mttdltnie jtDeif r auf ein« 
an5er fotgtnben 9tofma[e6enen ergiM, tntfj^ret^enb 5eii 6ei^ 
ben fünften ber gegebenen Snroe, beten ^oorbinaten finb 
X, y, Ä unb x -\- dx, y -{- i^, z -\- d^, 35irfe getobe 
Sinie iß not^trenbig te^tminf Itg auf ber S^angente ber @uroe 
in bemienigen fünfte, beffcn (Soorbinatcu x, y, z finb. 

9Ran flette ftd? nun btn Snbegrijf ber 9lormaIe6enen 
Dor, toelt^e an fämmtlid^e fünfte ber gegc&eneti (Surüe ge^ 
legt ttjrrben fönntnj ferner bie geraben Sinien, mefc^e fli^ 
bur* 5f n XJurt^ftl^nitt fe jtoeier auf einanber fofgenber fflvx^ 
malebeneu ergeben , fo loie bie burdj btn Snbegtiff biefer 
geraben ginien . gebilbete a b H) i cF e t b a r e 9 U (^e. 3)er 
^firje megen mdgen bte gebeerten geiraben Sinieu bie ^awi^ 
ten ber abmidelbaren S(ä(^ ^ei|ei|. . 3ebe ^oxmaltitm bei» 
rü^rt biefe St^d^e in ber gi^nieu .^uabe^nuiig berjeni^n 
^ante, MlHiP biefi;T ^bene ajngc^ört $ie £ante fdbfi ift 
re(^tminfUg aiif ber . Soi^ftent« . in bemjenigen fünfte bcjr 
Suroe, burd^ mctr^n bie 9l{)rma(ebene i)ii\büxd^tift^ , unb {te 
iji ittfllei^.ber geometrifi^e Ort ber 9JlitteI|runf te aller 00*: 
cuIatorif<{;eu Engeln ; toeld^ biefem fünfte entfpre^en. 
£)emua(i^ fann man auij^ fagen, baf bie in 9lebe ^e^nbe 
abtoidelbart ^l&^t, mii^z bwxö) bie auf etnmtber folgcnben 
^ur(^.[(^iiitte ber Sloraiafebenen ber gegebenen Surüe gebil^ 
bet mirb, ber geomctrijc^e Ort ber SJlittcIpfinftc aller oöcus^ 
latorifc^en Äugeln biefer Guroe fei. SBenn man fxä) atfo 
in einen beliebigen ^unft )i ber ^läc^e oerfe^t, unb au8 
biefem fhtnfte eine Stormale an bie gegebene (5urt?e jie^t 
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mld^t i)ie bittre im ^iilte m Mfft, fo föici' im St\\%tl, 
ptlijt au6 ji ald aRitte())unft mit tem, ^albmeffer \im 6e^ 
fc^rirben nnr^en lann, eine S3erü^uHg 5er gtceiten Dri)^ 
liung mit btx gegebenen (Sutüe einge^n« 

91(1^ brm SBovflet^enben f^nn mdn in- ien. i^igen 
Slleii^ungen a^ ß, y mie mxitAttixi^ (Sootbinotett onfe^ctt; 
»ele^e aQen fünften bev ^l&ijt guge^bren/ bie ben geo:; 
metrifc^en Ort btx 9)Utte(f)unfte ber odnitatotifd^n £uge(n 
btibet anan erl;filt bie @(eid)ttng .biefir mi)t mil btx 
SSerbinbung ber Gleichungen . 

(a — a?) da? -f- (ß — y ) ^y + (y — ä) rfjs = 
• &* — (ce— ir)d«ir — (ß— y)rf«y — (y— Ä)rf»j5=0 

mit ben beiben ©leic^ungen ber gegebenen guroe, SRnn 
■\)at aUbann Dter ©lei^nngen^ axß benen man w, y^ z elirni- 
niren , f ann ^ xxadj ber Elimination bleibt eine ©feii^ung 
jipifd)en a, ß, y,.mel(^e6 bie gefndjte ©leitj^ung ifl, 

§. 243. !Da bie üorigeit ©reid^ungen immer iSM^ 
Wt Behalten, iteiin nwu für s, y, z Sßett^ fe|t, wel^e 
einem ^xxntit ber gegebenen gur^e m^pKt&jtn, nnb jn 
g(ei<l^et 3eit für a, ß, y SSBett^e, itelt^e einem Wiebigen 
imter ben SWitterj^nnften ber oöenratotife^en Äugeln biefrö 
^mftl angehören, fo fann man biefetben bifferentiiren, 
inbem man «?, y, x nnb o, ß, y jug(eii| fl<^ Anbem läft. 
3ebe mif biffe SBeife erlittene ®Ieic^nng toirb no^ immer 
ber glätte angeCjören, welche ber geora'etrif(i^e Ort berSRit^^ 
tefpunWe ber oeculatorifdien Angeln ifü. Xiifferentürt man 
alfo bie erfle ®Ifi(^ung, nnb unterbrüdft offe ©Heber, »eldjc 
9lnH finb jufolgf ber a»eiten ©(eic^nng/ fo ^ot man 

©iefe J)if erentialgleidfiung läßt bie Statur ber in 9lebe ffe^m- 
bengW^ebeutüc^ erfennen. @efet man df=y da;*'^dy^-\-dz^ 



€utpen tfon t^opptUtt Jtrumtnttng. 261 

uiib do = K5a»4-WM-^^ fo föitii man jie unter bie 
fform bringen 

d9 d5"~*" dt ito "•" A rftf ~ ^' 

imb tiefe ®Iei(^iing fagt au6: 3n mefc^em @inne maii 
fid) auc^ auf ber 9l&ift \)on bem fünfte \i aM, tüelc^er 
ber 2RttteI()unff einer bem fünfte m ber gegebenen ßurue 
nngel}öre!tben oScuIntorifc^en jfuger ift, fortbewegen mag, 
fo mirb bdB gerabftnige @(ement do, mefc^ed man befc^retbt, 
immer re^tfttnfdg ftt^ett auf bem Slement d$ ber Snrt)e 
im ^iinfte m. X)iefe gigenft^aft entfpringt offenbar bar* 
nuS/ bü^ bie 9(äc[|e oon ber 9lorma(ebene ber @urt?e in m 
in ier ganjen 9fu6ber)nung brrjenigen ßlnie berührt tt?irb, 
itelcbe ber geometrifc^e Ort ber SRittefpunfte atter btm 
fünfte m ange^brenben oScufatorift^en itugeln ip. 

§, 244. SJlan betrachte jefet bie ßinlen, weldje bie 
ßüoluten ber gegebenen 6urt?e fein fbnnen, inbem biefe 
i6re€üülüente if!, mit ffefl^altung berjenigen Sebeutun- 
itw, toelt^e biefe ©enennungen in ben §§. 186 w. erfjalten 
^nbcn. a)enf t man fid^ näm(id) , auf eine gurue fei ein 
Mm aufgewirfelt, unb berfelbc werbe abgelt idWt, inbem 
fr befiSttbig ge'fpannt ertjalten wirb, fo beftftreibt Jeber 
^unft bes Habens eine jweite Gurt?e, meldte bie @ooft?ente 
I}eift, »a^renb bie erfJe 6urt>e bie goolute genannt wirb. 
J)er geometrifc^e S^arafter ber Stjofute befieCjt alfo lebig* 
lid) in ben beiben ©genft^aften : 1) baf^ jeber ^nnft fx ber 
gtjolute ajlitterpunft eines ^reifeö ifl, weither bie gDoIüente 
in bem entf|>re(^enben Ranfte m berührt) 2) ba^ ber^afb^ 
mejfer fim bie ©Dolute im ^uiFte [i berührt. 

hieraus erfennt mnn junäc^ft^ bajf eine (SDoIute ber 
flcflebenen ßurüe ftc^ not^weubig auf ber abwicfelbareu 
Stäche befinben mu^, totläjt ber geometrifdje Ort ber 
SRittelpunfte ber oeculatorifdjen ^uge(u ifi. ^enn ed feien 



Sfö 



\m,%mnm* 



l, tn, n lt. mehrere auf einatibtr folfl^tc fünfte btx gefle? 
benen Surüe, unb X, ]i, v 2t. bie entfpret^cnbeai fünfte btt 
®üoIute. 35a bie fünfte l, ^, v it. bie ÜRittcIpunftc üon 
Ärrifcn fein fotlen, mli^ bit geflebenc (Suröe in i, «, n k. 
öftü^reii, fo mflffcn jle tefp. in Nn- Slotmafc^Oi liegen, 
n9e((^e man burc^ bie fünfte /> m^ n n. bec gegebenen 
6urDe fe»ie« fann. SRan flelangt ötfo tw» einem ^nfte 
ber ßt^ölutc.gu rinem anbern^ttibmi mm wn einet Slot* 
mAlebeiie ju btv bena^batten 9!ltitmalebene übergebt, b. \j, 
inbem man auf ber ffföi^e f in:tfc^Teitetv wtl^ biit^ bie auf 
einanber folgetiben 3)uT(^<j^nUt0Uniett ber Stormolebenen 
flfbitbet wirb, SS^nn man mit[;in bie Soorbtnattn a, ß, y 
iri(^t metjr wie einem beliebigen fünfte biefer glä^e^ fon^ 
bern nur mi) einer ber in Siebe fh^enben SDoluteu an^ 
gehörig anfielt, fo mttffen biefe (Sporbinaten }uu$(^ itn 
(SHeid^ungen genügen 

(a^op) rfir + (p— y) rfjf-f-(y — ä) 46=0 
*»— (a — 4c)rf*a?— (ß— :y)rf^ — (y — ä)*ä?«0. 
S^trner mflffen Hefeiben 6ocnrbtitatfn . b£r fBebingung 
genügen, ba^ ber $albmeffer.^ welker \>m einem fünfte 
ber (gDolnte nac^ bem entfprei^enben fünfte ber gegebenen 
(gurte gejugen wirf), bie (güolute berühre* SHefe S&ebitiflunfl 
U^t fiä) ausbrüifea bnrt^ 



ober 



'da, a — X 


dp p_y 
40 . « ' 
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d0 Q ' 
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da a — x 


da a — x 
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dß_P y 


dp-p-y' 


rfy Y— Ä 



SSerbinbet man eine beliebige biefer ®leid)ungen mit ^en 
beibcn üor^ergeljenben unb mit btn ®fei(^migen ber gegc« 
benen Surüe, fo f)ai man fünf Oleie^ungen, riuö beneu 
man jp, y, z etiminiren fann. €8 bleiben mithin jwei 
®lei(i^ungen jwifi^en a, ß, y, h?elcbe ber Süolute angehö- 
ren. Wber man barfnit^t überfe^eu/ ba^ biefe beiben 



@[ei^ui)dm S>JfrtreiiHal0(ei(^ttii9ett fehrtoerben. ®ii geben 
a(fo nii^t eine befHmtnte (Stwlute^ fonbetu fptec^n nur auf 
eim aSgtmeine 9Beife t^ie geomettifi^tn 9ßetfma(e aiid^ 
»e((^e aSen 6t)oIuten 5er gegebenen 64ttt)e eigen fuib^ 
iirrfii Ort bie me^tgeboc^e abti?i(ftl(nre ^ää)t, \u\b beren 
9\}^^ unenblif^ ifi. SSa9 bie ^nffuc^iing ber eabtie^en 
@(eic^inge^ einnr btfHmmten @Do(nte felbfl betrif t, bie etmci 
6ur<^ einen miOfttti^ ^emA^lten ^unft berjeingen 9IA(^e 
ge|en faS, ml6)t fte fämmtfic^ in flc^ entölt ^ fo ^ängt 
i\t\tibt t)i>n ber Sntegralreii^nung ai. 

SEBenn man fid) übrigens bie t7orge(egte @urt)e; fo tvie 
bie abwitfelbare 8(i(^, ttjeld^e ber geomrtrifc^e Ort ber 
SRittetpunfte t^er otcnlatorlfd^ett kugeln ifl; im 9tnume 
ate Dorbanbtn btnh, fo ifl ed (eic^t, n)if biefer 9l&d)e 
Miebige StH^futen ber @nrDe ßxa\)f^{d) berjnfteVrn. ^m 
bcfe^gt 4iftnt(id|r {inen Saben in einem fünfte / bet ^Wvotf 
unb gibt bemfetben; inbem tmiii i^n gefpannt Ij&U, eine 
foldseSage, baf er HeSW^e berft^rtj biefed witbinirgenb 
einem ^ut^te X ber^enigen g«rabtiiÄgeii Rantt biefer Siad^e 
8ef^el)en, tütlä}t in ber 9lerma(ebene ber (SnrDe im ^nfte 
/ enthalten i(}. SEBeun man nun ben Saben auf bie 9(ä(^e 
niebcrlcgt, inbem man t^n fortmä^renb gefVauut ijält, fo 
toitb bie bnbnrt^ auf ber f^Md^e jn @tanbe fommenbe 8inie 
bie gefugte «oohtte fein. ®ie i^ ilberbie« eine Sinie 
beö ffirjejlen Sfbfianbeö auf ber abwitfelbaren SW^ej 
tooHte man biefe g[ä(l;fe abtoidfefn, b. ^. in eine fSbtnt 
Ausbreiten, fo tt>örbc jene 8inie |l^ barin art eine gerabe 
8inic barftellen» 

§. 245. !Die grap^ift^c ^^erfhöung einer ÖDolute 
frtun aue^ auf folgenbe SEBeife au&gefftljrt roerben. 66 
feien I, m, h k. mel^rere auf einanber folgenbe ?^nnfte ber 
flegebenen 6uroe. ©o^t man einen etjlen ^olbmeffer XI 
m^tn, fo lege man eine @bene bnr^ Wefen §albmejfer 



2W HSilUVm^ML 

utib ba#€(ement kn bnßm\>t, mb bt^f^t itn^ntt yi^, 
in totläfttn iirfe Hbtnt biriemge gerablinigc. ^onte 5er 
aitoiitlbaxm ^adft \(i)ntibtt, welche in ber 9%OTmaIe6nu 
bei: (Surue im fünfte m ent^alteti^ ijl« @obann )ir^e man 
ben $a(6mefTn: fw, lege eint jioeite Sbnte.butc^ bieftn 
^albmejTer imb baB Clement mn btx (Sur&e, unb.bqeii^ue 
ben ^nnft v^ in welchem biefc &mt biejimtge geraUinige 
^ante ber abtpidelbaren Maijt fäjnabtt, toeU^ein krt 
9lorma{ef)ene ber ^xvcDt im ^un&e n enthalten x% Sä^rt 
man auf biefeSBeife fprt^ fp geben bie fünfte l, ft; ▼ a., 
bie gefugte Sk^plute. 

Sftan ntljmt ferner <in, bie (ibmuf elbare Stäche mrrte in 
eine @5ene ati9geteettet ^Ke 9lonnaU6tnen R)!erben.ba(eimif 
einanber fallen, tnbem fte ftc^ um i^re imf einanber fotgenben 
3)urc^fc^nittölMüen bre^en, unb inS^lge bwfee Bufommen:^ 
faffend mirb fic^ bie gegebene ßuroe auf einen -eitijigi?n$unft 
rebuciren, ber mit if beseic^net n^erben mag. ^enn berSSogen 
Im biefer 6urt)e {ie^t red^tminlltg auf bn, Slgrmalebene, n?e((^e 
burc^ btn ^unft i ge^t> fQlgUc^ mevben beim.dnfammen« 
faSen biefer 9lonnaIebene mit ber |o(g^nben &ie ^mfte { 
unb m einanber beifen. @benfo fie^t ber 99ogfn mn htx 
(SurDe rec^tminfüg auf ber Slarmalebene, mld)t bnx6) bni 
^unrt m ge^t) fofgliii^ »werben beim BufammenfaDen biefer 
Slormatebene mit bet fplgenben bie ^nfte m unb n tm 
anber berfen. Unb fo fort* S^araud folgt »eiter, ba^ Me 
©albmejfer W, \un, vn, tu gleidjfafiö auf einanber fallen 
unb ftc^ )u einer einjigen geraben Sinie Decf inigen merben, 
weil fie fic^ gegenfeitig fe^neiben, unb ba^ fie fämmW 
burc^ bm ^unft M gelten müjfew. ?fIfo alle möglichen ßDo- 
luten ber gegebenen SurDe »erben, bnrci^ baö in Siebe f^e5en^e 
3nfammenfaIIen, ju getaben ßinien^ bie fit^ in bm fünfte 
M Dereinigen, auf mele^tn fic^ bie Surüe felbjl rebucirt ^at; 
unb biefe6 {Hmmt mit ber 9(u6fage bed bprigen ^aragra()^eti 



§. 246. "SAt mtttipxnMt btt ttfttn Jtt&mmttttfi bn 
gegefeti^n.@iir0e; totUft m btn §§* 236 2c* be^ntmt mDt> 
5en ftn5, liegen tietl^ttietilitg Auf ter ^midfefbaten 8M<i^t> 
mlibt bti Ort frct fiOKttcff^unfte aOer o6cttI(itorif#en ^geln 
ifi. !S)enft man ftd^ nun ttn Snbrgvif Mer ^rämnnmg««» 
ebenen ber gegt&men @urDe, fo iiflbm biefetben bnvä) i^tt 
ottf eintmbtr fblgenben 2>urcl^f^nitMItnien eine neue ab^ 
tDiitliaxt Sfäc^e^ weiche iit frü^ete au6 ten X)uni^f(^nittd« 
linien 5ei: auf einmiber folgen&en 9lorma(e6enen ^erüorge^ 
gangene a&ti>idel&Ate 8M(^e unter rer^teit 9Sinfe(n trifft. 
2)ie 3>urc^fd^nittd(ime biefer beiden S(fl<l^ ifl btt geome^ 
trtfd^e Ott ^er SDlittetpunfte ber etfiat ^rfimmung. 

S)iefe ßinie i{i nii^t allgemein eine SDolute ber gege^ 
6eneu (S;itrt>e; 2)ienn e9 feien /^ m^ n brei auf einaubet 
folgenbe fünfte ber gegebenen Surüe, «nb l, ^, v bie brei 
etitfpret^enben fünfte ber @uri>e, tvelc^e ber geometrifij^e 
Drt ber 3Jltttel|?nnfte ber erjlen Krümmung iflj mithin ft, 
m^, m bie Jtrümmungdt)a(bmejfer^ noel^e gu bm fünften 
l, m, n btt gegebenen gurtet ge^&ren. SESenn nun bie 
giirie Xjtv 2u eine @t}o(ute i?on Imn it. tioaxt, fo mflftf 
bn SBogen X^i in ber SBertdngerung bed ^albmefferd tk 
liegen, ebenfo becSBogen ^iv in ber SBerlängemng bea^alb' 
mefferd nifi, «-Tfo ober, was auf basfelbe ^inaudfemmt; 
ber ^albmefer mfi mft^te bie SBerlängerung bed ^albmefferd 
Ö. treffen, ebenfo ber ^albmeffec nv bie SSerlängerung bti 
§albmeffer9 m\i, u. f. f. Diefeö fönnte aber nur gefcftei^en, 
menn je jn^ei ber auf einanber folgenben ^albmefer IX, 
«IX, nv, Zt. in einerlei, 6beue enthalten n^äreu, toaS im 
attgeweincn nit^t ber gatt ijl, weit iebtr biefer ^albmeffer 
in einer t>on ben ^rämmungdebenen liegt, bie ben fünften 
(, m, n lt. ber gegebenen (SurDe ange^i^ren. ^ie £rüm<= 
muttgd^albmeffer tk, m\L, wv, it. fi)nnen nur bann eiitanber 
treffen unb bmij i^re auf eiiwuber folgenben ®ur^f(^nitte 



2tt xxu. üftMitm. 

eine iSwMt Mbm, merin bie gegrtene ®trt)e fine ebene 
Sttroe if^^ tii n)ef(^ent ^Se fSmnitliid^e itrammutigle&ene» 
mit 5er €6ene ber ßurüe ju^mmettfaDeit« 

®ie Sli^tigfert bt r uorf^e^enbeti SSenterfimg mirb nod^ 
einleuchten ber, wenn mmt to\^n baa SStrfafiren beS §. 245 
}u ^fllfe nimmt. 3eber $afbmtfet ber erfhn Kimmung 
ber flegebenen SiirDe fte^t teti^twinflifl auf ber jugel^öriflen 
flctablinigen jtnnte ber abn?ldelbnren ^di^e^ tx>dd)t ber Ort 
ber 9nitte(punfte ber odculdtorifd^en f^ugelu ifl^ mennmmi 
alfb, mie oben^ bie 9h)rmalebenf n auf einanbet faKen Uft, 
fo merben jener $afbmeffcr unb jene ^ante, na^ wie m, 
einanber unter reii^ten aSBinfefn fd^neiben. ®te ^olbmeffet 

IX, mpL, nv, K; ber erflen Krümmung ber gegebenen Surüe 
flnb mithin, nat^ bem BufammenfaSen ber 9tioraialetonen, 
nichts nnberea aU ^erpenbifel au8 bem fünfte Jf oiif fc« 
atif einanber fblgenben X)ur(^f^nittWinien ber S^ormalebenen, 
Sfolglidj f önnen biefe §afbmeffer ivi^t in einip einjige c^txait 
ßlnie jufammcnf allen (weft^es netfjig ns&tt, wenn bie fünfte 

X, fx, V K. einer (Smjfnte angeijören fofften), aufgenommen 
bann, wenn bie genannten 3)urftfajnitt0Hnien mit einanber 
}5araHeI jlnb^ blefeä foiut aber nur flattflnbm, nwnn dt 
ÄrümmungSebenen jHfammenfalTeiv b, f), wenn bie gegebene 
SnrDe eine ebene €urt?e i|t. 

§. 247. SBenn ber ^nlbmeffer q xxnb bie (S^i)rbinnten 
beS 2JlttteH)tnirt8 a, ß, y einer 5?ugel ben btei ©feii^ungen 
®enttge leiten 

(a-ir)«4.(p— y)»+(y--;5)«=-Q» (A) 

{a--'x)düt+(fi — y)dy+(Y—z)dz = (B) 

fo ge^t biefc ^ugel nae^ §. 235 mit einer gegebenen ßnm 
t>on boppefter Krümmung in bemjenigen ^nfte bieferßutDf, 
weltfern bie ßoorbinaten a?, y, z angeboren, eine ffierflb» 
Tung ber j weiten Drbnung ein, 3)q biefe brei ©leit^tnigen 



6ttftpnt tPtu b^iQMftif Arftmniittig. . Mf 

bie üiet ®t!i)|eu a, ß^ y unb q iiici^t tioBflänbig befHmmnt; 
fo gi6t fd föi: i)en in 9tei)e fN^enben ^itnft bix Qt^tntn 
gurt>e eine unenblic^e SRenge t^on cdculatotif^fn ^ugf(n. 
^ie SRitklpnnfU aOet biefer Jttigein liegen in einet gera« 
ben Sinie; mld^t ^ä) buxij ben S>ur^ff^nitt atoeier Stormak 
ebenen, ergibt, entfpre^enb ben beiben fünften ber (Siirte^ 
beten Seotibinaten jinb a?, y, z nnb ir+^f y+^# *+ rf«. 
£ie ©(eii^itngeli (B) nnb (G) gelten x€\p. biefen beiben 
Ebenen an. 

aSenn man bie D|}etatifm fortfe|t, butf^ md^c bie 
beiben ©(eic^nngen (B; nni> (C) and bet @>(ei(^tng (A) f)tt^ 
eefeitet mctben finb^ b. ^. menn mati bie ©leit^ung (C) in 
aSejttfl anf a?, y, ä, aU ©etänberüc^e, bifferentiirt, fo et» 
mt man eine Klette @^(ei(^ung 

3&rf««— (a — ar)rf«j;— (ß— y)£/«y— (y— Ä)rf»j5=0, (D). 

toelc^e in SSetbinbung mit ben Dot^rtgel^enben bie ©tö^en 
a, ß, y nnb (} iJoKpänbig bepimmt. X)ie Ängel^ füt toelt^e 
bie Sootbinaten beS SRittelpunfö a/ ß, y bin btei ©lei;* 
(jungen (B), (C) 4inb (D) ©cnüge leiten, toitb mit bet 
flegebenen Surüe in bemjenigen fünfte betfelben, beffen 
Sootbinaten (v, y, « ftnb, eine aetü^tung bet btijten 
Drbnnng einget;en. 

Skan tmn äberbiee bemetfen, ba^ bie SRittelpnnEte 
aBet Engeln, t^elc^e mit bet gegebenen Sntoe eine ä3rttt^« 
rimfl bet britten Ötbnnng eingeben, auf bet 9*üdf^t).ttf 
fante bet gläe^e; mel^e bet Ott bet 3Jlittel^nnfte bet 
üScttlatotifi^en Angeln. x% liegen muffen, »eJt^eÄante bntii^ 
bie (inf einanbet folgenben 3)utt^fc^nitte bet getaben ßinien 
flebilbet mitb, btxm iDtt biefe gJäc^ ijt, $)enn bie btei 
®lei(ftnngen (B), (C), (D) geböten, »enn man in iljnen a, ^,y 
Ate bie SSetänbetUd^ anfie^t^ btn btei Slotmaleknen bn* 
gegebenen Sutte an, fnt^tec^enb btn brei ^nnften bi<^t 



Sittte; feeren SoorWiiaten refp, jlnb a?, y, z j a?+rfj^, y+^^y, 

+ d*«. Das @^em btv Reiben «leit^ungen (B) unb (C) 
gehört alfo btv Durt^ft^nitWIinic ber belben erfkn ®6fnen, 
unb bd$ @i^ftem ber befben ©leic^ungen (C) unb (D) gehört 
bcr X)ur(i^fc^nittrtinie bet jroeiten unb britten gbene nn. 
Dieft brei ©(eit^ungen in SBerbinbung mit eincinber geben 
«tfo benjeniflcn ^unft, welcher biefen belben^Dun^fc^nittSs 
linien gemcinfc^iifllici^ ifl, b. ^. einen ^unft ber torbin 
genannten 9t&(fre^rf ante. SStenn mau aM btn @(ei(^tmgfn 
(B), (C), (D) mit 3ujie^nng btv beiben ©feit^ungen ber 
gegebenen Surüe »on boppelter Ärömmung Me ®rö^n a?, 
jf, Ä elimlnirt, fo »erben bie beiben flbrigWeifeeitben ®fei* 
t^ungen jnjifd^en a, p, y biefer dlfidVe^rfante angehören. 
§. 248. ®ne jebe 6urt?e Don bopjjelter Ärümmimg 
unb bie StCitffe^rf ante berjenigen abwicfetbareu SMd^e, treibe 
ber Drt ber SJlittelpunfte i^rer oöcufatorifrfjen Äugeln \% 
{jaben eine Sße^ie^ung auf etnanber, meiere ^ier jum ©t^Iufl 
nöd} angemerft werben möge. 9Jtan bemerfe nämfit!^, 1) bnp 
je jitei auf einanber fofgenbe Sangenten ber Äüdftl^rfmttt 
ret^tminffig ftcljen auf beu beiben auf einanber folgenbrn 
entfprec^enben Ärflmmungeelbeüen ber gegebenen Gurte, h 
Jene Sangenten nichts aubereS finb, afs bie S)in:t^fc^nitt8- 
linien ber Sflormafebenen biefer Gurte; 2) baf je jwei auf 
einanber folgenbe^rümmungdebenen ber Stfttffe^rf ante rei^t^^ 
wiuflig flehen auf beu beiben auf einanber folgenbe« ent« 
ffjrec^enben Sangertten ber gegebenen guroe, ba jene Ätüm- 
mungSebeuen ui(i^td aubereö fmb, ate bie Stormaftieimi 
biefer Surt>e. ®obann folgt, 1) bap ber SBinW w (§. 238) 
jnjifc^n §tt>et auf einanber fofgenben Sangenten ber gfoe- 
benen (Suroe, gleid^ ifl bem SöinW jwif^^eu ben beiben 
auf einanber folgenben entfVrec^enben 5trftmmung§ebenen ber 
gWtffel^trante berjenigen SMi^e, totl^t ber Ort bttrfflUttet 



€umtn um HmkUh JMImittiiti§. 

(»unfte btx i)4€iilatoi^{t^en kugeln tfli uni 2) haf bet 

SBinfel Q (§. 239) gtuif^en }met auf einanber ^olqtutm 
^rümmungdebenen ber durt?e^ gleich ifl bem SBinM jmif^eii 
bell beiben auf einanber folgenben entf))re(^ttiben Sangenten 
bicfer 3lü(ffe^rfante. 35iefe ©äfce f)at Courier gegeben. 

§. 249, 3Wan betraute bie (Surüe, njele^e mit bem 
9lamen @(^tauben(inie bejeid^net tcixb, unb auf bet 
Dberflai^e eines geraben Sljlinbere mit freieförmiger ffiajle 
einen 3ug bilbft, ber fämmtlid^e Seitenlinien beö ßljfinberö 
unter gleicben SBinfeln burt^f^neibet. 66 fei R ber^alb^ 
meffer beö S^linberS, bejfen 2f^fe mit ber 9fc^fe ber z ju^ 
fammenfaüen mag^ unb a bejeic^ne bie trigonometrifc^e 
Sangente beö conflanten SCBinMe, ttjeliften jebee ©fement 
ber Surüe mit ber 6bene xy einft^Iie^t. Sfußerbem »erbe mit 
t ber aBinfel bejeic^net, melc^er jwifti^en ber gbene a?z unb 
bemjlenigen ^albmeffer beö (5i;Iinberö enthalten ifj, ireft^er 
bem fünfte ber ©c^ranbenfinie jugebört, beffen Soorbinaten 
X, y, z pnb. 35ie (gntfleljung ber ©nroe gibt fobann 

x = R cos t, y = Ä sin /, j5 = Rat, 
mobei tjorau0gefe|t wirb, bc{^ bie ßurbe in ber Sfc^fe ber 
» beginne. SWan* erhält barauö alö (Sleit^ungen ber ^ro* 
jectionen ber Schraubenlinie auf bie (Soorbinatenebenen 

a?* +y* =^ Ä*, Ä = Äa . arc cos =-, z = Ä<i , arc sin —-. 

äQill man nun {un^d^jl bie Sage ber Saugente in ein^m 
beliebigen fünfte ber Snrüe beflimmen, fo §at nian au6 
ben erfkren (Sleidnuigen 

dx = — R&\nt.dtf dy = Rcost.dt, dz=^Ra,dt, 
folglich 

1 dz a 



ftx ^Dg t* dx sin t? 



mä) fuftfK^ürt man HtfiWMfftintAt^omtUi SeS §.283, 
fo f ommt 

sin f n ^ <^08 1 a 

über rücnn man tüill 
co8a= ; ^. cos 6«= -7 s, cosv=-7=. 

^iftiuK^ »erben bit @(ei^ti»geiv in Xangtnte 



taog 



j( — Ä 



}i»—y)i 



€08 

uni) bie ®Iei(!^nng bcr Stormalebcnc wirb 

s\nt.{x— x) — cosr,(y — y') — a(Ä — ä') = 0, 

too x\ y, z bie (Soorbinaten bc8 a3erü^ruiifl6punft§ be^ 
beuten, unb t bie Sleiflunfl beBjenigen ^albmejfer^, welltet 
biefem fünfte jugeijört, flegcn bie Wc^fe ber a?. 9fllc 9lor:= 
maletenen bilben mit. ber 6bene xff einerlei SöiufeL 

§. 250, gerner erf;ält man für bie SSefUmmunfl i)er 
ÄrümmungSebene unb be6 Ärümmungai^albn^effera au8 i)fn 
Dorigen SfuSbrüdfen 

dx=—Rs\xitM, dy=Rco8t.di, dz=:Ra.dt, 

inbem man t alö unabl^anflige Sßeränberlic^e anjte^t 

i^x=^ — Rcost.dt\ d^ =—R&\ntdt*, d*z=0] 

unb mithin 

ds = Kl+fl» , Rdt, d^s=0'y 
dx ain t d§ ' cout dz a 



iDemnac^ Qi/k btv 9tMbnid ßx ben ^atlmeffrt q bcc erflen 
Krümmung; naä) §• 236, ^ier 

Q==(l+a«)Ä, 

unb bie Sage bicfcö ^altmefferö mirb nat^ §. 237 fcPgcIegt 
biirc^ ble SBert^c 

cos X = — cos t, cos fi = — sin /, cos v = 0. 

aWan erfennt hieraus, bof bcr ^aI6meffer ber etflen ^rftm^ 
mung für itbtn ^unft ber (Suroc, feiner ßage nnc^, mit 
bem §afbmeffer beö (S^IinberS für biefen «punft jufammeii:? 
faßt. Wae aJlittelpunfte ber erften Ärümmimg liegen mit^^ 
§in in einer Schraubenlinie, wel^e bie nämliclje Äc^fe unb 
bie nänili(^e (Steigung bejl^t ttie bie gegebene @^rauben:« 
linie, aber jlc^ auf einem ß^Iinber beflnbet, beffen ^alb» 
meffer ifl a^R. 

!Die ©leic^ung ber ^rümmungSebene, §• 233, tcixb 

a sin / . (o? — a/) — a cos t .(y — y ) + ä — z' = 0. 

SfCfe Ärämmungdebenen bilben mit ber gbene ay einerlei 
SBinfeL . 

S)er SfuSbnuf für ben C^afbmeffer P ber jn^eiten Ärüm:: 
mung, §. 239, gibt 

P =ü^ R , woraus P = -9-, 

mb ba bie Stiftung fciefcS §albmeffer8 rer^twinWig auf 
ber ÄtümmungSebene ftt^t, fo merben bie (5ojinu6 ber 
©inf et, tt?erc^e berfelbe mit ben ?fc^fen fcer a?, y, z einfi^Iief t, 
refp. auagebrüdft »erben burti^ 

a sin / acosi i 

X)iefe Sfu§brä(Ie jeigen eine Slic^tung an, meiere ju gfeid^er 
3eit ree^tirinHig fie^t auf ber Sangente ber Surüe, bereu 
Sefttegung burc^ bie SBinfel a, ß, y gefti^iel^t, unb auf bem 
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^bmt^ htt etftn Jltftmniurtg, jn beffen Srßleguno i)ie 
SBinfel X, fx, r bicnen. 

SBetin man mit i() 5cri cowjlanten aSinfcC bejci^net^ 
ben bU Änöflefite btx (Suree mit bcr ßbene ay cinf^Iiept, 
fo tjat man langt}) = fl/unb man fann einfadjer fc^rciben 

cosa= — coßi^sint, cosß = cosij)cosf, cosy=sint|), 

R B Ä 

^ COS t|)* ' sintj) cos t|)' 

§. 251. SJlan Uira^U jefet bic abmidfrf&arc m&fy, 
totläjz btx Drt btx aJlittßlpunftc btx oScuIatorifdjcn Äugeln 
btx gegebenen Snrbe ifi. iDer Äreia, beffen ^aI6inej[er 



fifig. 43. 




om=Äi^ !Sigr43, fei bieSa^- 
ftö btx gegebenen ®(^rnu6eii= 
iinie, welche in mn auf bic 
(gbene xz projicirt erft^ehit 
35er ÄreiS, beflfen §aIbmejTcr 
oyi=^a^R ifl (bie Signr ifl für 
bcn fjall gcjric^nct, wo a > 1 
genommen wirb), flettt feie 
©«Pa berjenigen ©djrauben- 
(inie bar, weff^e btn geome^ 
trifc^eu Ort ber ÜJJittelpunfte 
ber erfien Krümmung bildet, 
unb in \iy anf bie €bene xz 
projicirt ifi. 2)ie ßinieu mji 
wwb m\i fmb bie beibeu ^ro- 
iectionen bea ^afbmefferö bti 
erfJen Ärümmung, ttjefc^ebcm 
fünfte ber gegebenen ©t^rau^ 
benlinie jugel^ören, fcejfen 
^rojecfionen fn^ in m nnb m 
finben, 9lun ifl bie aBwidef' 



boxt ^idft, tüdift bit aRttte(|)ttnfte bn edculotorifd^en 
kugeln in ftd^ eitt^äit^ tii^tS anberee ald btxSüxt bn auf ein«» 
aiiber folgrnicn (Surd^fc^nittdlinirn btr 9torma[e6encn/ tctl«" 
d)e man burc^ fämmtUt^e fünfte 5er gegebenen (Sd^rattben« 
liiüe legen fann. Unb ba ade biefe Ebenen einerlei SCBinfel 
mit ber gbene a?y einfc^tief en, fo ijl ber Ort i§rer auf eiuanber 
folflenben S)ur(i^f(i^nitt8linien eine ® c^ r a u b e n f I ä dj e, 
lüenn man bicfe SSenennung filr jebe glätte gebraudjt, 
nßtlijt bnxd} bie SBeiregnng einer ßinie ober einer anbern 
glatte berüorgebrac^t wirb, inbem ein ^unft biefer 8inie 
obergWt^e eine ©d^ranbentinie bef^reibt unb äffe übrigen 
*Punfte berfelben jtd^ um bie Sft^fe biefer @d)rauben(imc 
kt\)m. Serner beflj^en bie in 9ttbt fte^eitbm S>urc^f^nitt6^ 
(inien fämmtlic^ einen ^nnft in ber in iiv f^reiicirten 
ScftmubcuUnie, welche ber Ort ber Sölittetpuntte ber erflen 
Mmmung ber gegebenen (Schraubenlinie iflj jie bilben 
fämmtfic^ benfelben Söinfel mit ber Sbene ay, unb flehen 
rtdjtnjinflig auf bcm ©albmeffer beö Kl;Iinber8, auf mefc^em 
fic^ bie in n'v projieirte Schraubenlinie befinbet. ÖJtitfjin 
pnb fie nichts anbereS afö bie Sangenten biefer ©cfiraubens 
Knie, welche bemna^ ingfrit^ ber geometrift^e Ort i^rer 
nuf finanber folgenben Durc^fc^nitte ijl, b. f). bie Äütffe^r^ 
!ante ber abwidPelbaren SfSrf;e. 3n ber Sigur be3eic^nen 
fiT unb \ix' bie ^rojectioncn ber Slangente in bem fünfte 
W* S)ie fünfte t, in weltben biefe Sangenten bie gbene 
antreffen, bilben in biefer ebene eine au8 jwei Sfrmen 
Tö, tö jufammengefefcte gurte, ml^t ©toli^enten beöjenigen 
ftreifcö pnb, beffen ^albmeffer o\i ijl. ?fuS bem ©efagten 
erfeunt man, ba^ bie abmitfefbare ?ffä(^e, n?e[^e ber Ort 
fcer 2Jiittel^3unrte ber oöculntorifc^en. Äufleln ifi, burc^ if)re 
aiiÄe^rfante, ober burc^ bie ben Ort ber SJlitteHjunfte ber 
^tjien Krümmung bUbenbe <S(^raubenUnte, in itoti üon etu^ 
atiber Derfc^iebene 3(&c^ent^ei(e ^erlegt wirb, welche nid;i in 

9iaöiet, '^ip unb Siitegralr. 1, «aub. 18 
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bai innere br8 @l^bet9 oom ^nltattffer i^ titttret«n, 
bagegeii {td^ anfrtbalb btefed (S^nnberS^ beffeti Oberfläche 
flr unter redeten SEBinf ein treffen , na6) allen leiten ins 
UnenbKt^e crjlretfen. 

35ie ©reit^mig ber Slnc^e, welche ben Drt bcr OTittet 
punfte ber oöculatorifc^en Ä^ugcln bilbet, faun man mä) 
ber Semerfung am ©d^fuffe bea §. 242 pnben. @efet man 
nämlic^ in bie ©leic^ungen 

Xa — x) da? + (ß - y) rf^ + (y — ä) dz =0 
^1 — (a -^ x) d*a?— (ß — y) d^y —. (y — z) d^z= 0, 

meiere ju jwei auf cinaiiber folgenben Stormalcbenen fccr 
geö^benen ©(^raubenlinir geljbren, ftatt w, y, » nnb ibrt 
3>tffcrentiale bie obigen Sßettge burd^ t, fo fommt 

a sin r — ß cos f = fl (y — Red) 
a cos ^ 4" ß sin f == — a*Ä. 

CDa6 @t}pem biefcr beiben ©leie^ungen {ledt auaenfr^einlii^ 
bie 2)nr(^fc^nitt6üuie tjon jmei auf einanber folgenben 9lor* 
matebenen bar, entft>red^eub bem in m,«' projicirtcn ^mftt 
ber gegebenen Schraubenlinie 5 b. [;. bie Sangente an bem 
in |A,fi' projiieirten fünfte berjenigen ©(^raubenliriie, rrelt^e 
ber gcometrifc^e Drt ber ajlittel^unfte ber erflen itrümmung 
ifl. ü£)ie jn^eite @Iei^ung, meiere hur a nnb ß enthält; 
ijl bie ©Inc^ung ber ^rojection bicfer Sangentc auf Me 
gbeneayj unb man erfennt leicht, ia% jle ber S^angente fit 
angehört, welche im fünfte m- «» i>«u Ärei9, melt^er o|i 
ober a*Ä jum ^albmeffer bat, gelegt .ttjorben ip, übcreim 
flimmenb mit bem oben ©efagtcn. 

SQenn mm aud btefen beiben ®ret(^ungen / eHminirt, 
^ wirb baS Slefultat allen CDurd^^nitttlinien biefer «frt 
}tt{ommen, ober, mad baffelbe fagt, ber abmidP elbaren glätte, 
Ml^ btr Ort biefjer t3>ittd}f(^nitt$Iit¥ien ift. Um bie i^W^ 
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mination (luSiufQ^reU; tr|e6e man Bribe ©(ric^itngen )iim 
üunbrat unb abbire fobann, toobnxij man er^ä(t 

a» -f ß» = a*Ä« + Ä» (y — Äfltf)». 

§ierau8 irirb 

unb fe^t man birfrn S&tttl} in bie )roeite ©leid^unfl , fo 

fommt 



als bie gefudbte ®(eic^ung brr abmicfelbnreii Wciijt. 
SRon f ann bemtrfr n, ba(, tütnn man in ber ©feic^iut^ 

bod Stefultat, nämOd) 

brn fünften t ange^bten toixb, in benen bie nuf eiiianber 
folgcnben SDiirc^fd^nittöflnien ber Stormalebenen, »eft^e ben 
einjefnen SBert^en beS SBinfeU I eutfprec^en inib {ufammen 
genommen bie aitoideibätt Stäche bifben , bie @bene ay 

treffen. 9]im bejeiifcnet V a* -|-p* ben gerabfinigen ?fb* 
panb ber Ranfte o unb x, irä^renb a^R bargejlellt mirb 
burc^ o|x; förgfic^ mup ber?(6jtanb \ix gteid} fein berSfb* 
toitfefung be8©ügen9rin bem Greife, beffeu Slrtbiue a^ R 
ijl, ober bie ßurüe tö muß eine Sbofüente biefed ÄreifeS 
fein, h?ie bereitd oben gefngt werben iff. 

§. 252. äßiS man enblic^ bie (Sooditeu ber ©c^rau:' 
benlinie finben, trelc^^ in bet fo eben nad^gemiefenen ab^ 
^idelboren gläc^e enthalten {\nb, fo gelangt man boju auf 
folgenbe SBeife. @e fei mie Dor^in ein beliebiger ^unft 

18* 



tfifl. 44. 




ber ,gefle6enm ©ifetmibdi; 

[tiiie piojitiit in m, gtg. 44, 

nitf fcie 66t(iE xy, uiib in 

m' rtitf t\t @6eiit a:^, uii& 

ber afiittetpiinEt btx ttilcn 

Ätiimimiiifl, meli^Eriiibit' 

fem ^iiiifte fctc iScijtiiiihii' 

liiiie fle^Ött , projicirt üi f 

iiiib (i'- Slliiii tietrnc^te teil ' 

Siibtgriff ber Ülonndlebeiim 

btx ötae&enen ©ctjrniibeiiliiiie, uiib itt^me an, biif nlle Mtfi 

ßbeiieii, iiibem iiiflii pe um i^te aitf tiiiaiibec fütgeiibeii Xiiti^- 

ftbiütteliiuEU fitfc btre^en fiift, nuf bie 3lorma((bEite bee f im(' 

tte M, m' iiiebergeUat roetbeii. 3\ai^, g. 245 mirb pi^ b\t gegc 

ttiie Sdjtiiiit'Eiitinie htx biefein BurnniiiieiifallEn ber 91onii(iI= 

tbeiiEii fliif eine» ehiäigen ^iitift m" rEbiicireii, uiib bn ak 

srbflflnbEwiniiiiteteinnnbfrölrii^finb, fo roirb jlift fllrif^jettia 

bie Sdjrniibenfiiile, »e[*e ber Ott bir 9Mittripiinf(( bet erflEfi 

Ärftmmttiig ift, ol9 eine Ärfieperi()^Erie bnrpeffen, lutlcbt 



aM bem fünfte m' aU Wititlpxxwft mit bm $aKmeffer 
m'>"=m]u. Befd^rieben iroröm IfJ. Sfffe SEBinbungen bicfer 
Unteren ©(^rnu&tnlinie fluben fl<i^ ^tif der grnantiten j^reid« 
t)eri|}^eric abgetvidelt unb tiad> i^tmua^nnSilnge tueberge(egt. 

®efe^t tittn, m^n ivoOte birjetiige Süoliitt brfHmuteti, 
beten erfiet ^unft in [i wnb \i' pt9\mxt, xmb in ii' auf 
bie @6ene nieber^elegt etfi^rint. 9la^ §« 245 »irb bkfe 
@üotute in ber Sbene bitt^ bie gerabe Siitie m" ^ ' bargen* 
flffft »erben, totld)t natl^ beiben leiten o^ne ®ren)en t)et9 
Inngett gebnd^t »erben nm^. fSNII man alfo einen beliebis» 
flcn ^unft ber Soolute felbfl finben, fo beachte man, bck^ 
bie getablinigen Tanten ber abtoitfeibaren Släo^e, b. ^. bie 
Sangenten berjenigen @ii^ranben{inie, meiere ber.geometrifo^e 
Ort ber ^rämmungSmitte(t)unfte \^, beim Bnfammenfaflm 
ber S^ormalebenen jU^ in Sangenten bee Greifes üerwanbefn, 
bt^tn §a{bm€ffer rn^ji" ifJ. SBenn mau mitljin in biefet 
(Sd^tanbenKnie ben ^itnft auffnc^t^.meld^rr einem beliebig 
gewählten ^nnfte e ber Ärei§peti})^erie entfpric^t (b. l). ben 
^unft, »eld^er twn btm ynnWe \i,^, anf ber ©{^raubens 
linie geineffen, eine« «fbftanb glei^ bem Jtreidbogen }i'e be» 
%t) 5 menn man ferner in Wefem ^Jwnfte eine Sangfitte an 
ixe ®(!^tanbtn(tnie (egt, itnb nttf biefer Sangeitie ben ^i^cmb 
ef abträgt, fo ^at man ben gefn^ten ^unft ber 6oo(utf . 

Um auf bie angegebene SBeife 'ixmaifft btn Vrm bet 
Süolute jn confhuiren, »eichet üom^ttnfte }i,\i anSge^enb 
ft^ in bem oberen oon ben beiben 9Iö(^ent^ei(en befinbet, 
in n?el^e bie abmidfelbare 9(ä(^e burcb i^re Städfe^tite 
ober btird^ &en geometrifc^en Drt bet ^tttmmung6iliitteIt)imFtc 
ber gegebenen @^rauben(inte jerlegt »irb, {ie^e man a[fo 
alte Sangenten in bemjenigen Steife ber biefen Ort bar«: 
fleüenben Schraubenlinie, »eitler in fi/ wnb )iT projicirt, 
imb in [a'T' in bie Sbene niebergelegt erfdjeint. SDie Sniu 
(jente im ^unlte I" Itt Ärelöpen<)^etic trifft xxx^t mtfyc bie 
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tnMn^tvtt gerabe fönie »•'>". aSknn «Ifp bex ^unft /,/' 
ber iSii)xaübtnlinxt üon bem ^nfte ^,|a', auf t)i^er ®c6raii:: 
bettlinit gemefftn, tineti W^flan^ gkit^ ber Sänge btt $Oim^ 
btanitn ^' a" beft^t^ fo ifi mnn ^iitt, hci% ber in Siebe jle« 
t^enbe Vmi ber €^urDe, toelc^er in liui unb ^'a ))roiicirt \% 
in unenblic^ Entfernung |}araDe( mit ber Xanoente ber 
SSd^raubenlinie im fünfte l^V mrrben mirb. X)iefer ^rm 
ber ßurüe ^at a(fo jur {ffl^Bitrtiite etite 2!mt LA, ÜA\ 
melf^e f>draBe( mit btefer Son^nte buxif ben ^nnft L^Ii' 
ber gegebenen <Sc^canOennnie gelegt ifl, ber bem fünfte 
l,V biametraf gegenfiberliegt; S>er ^untt L,V bedrängt ben 
S^ogen mL, mV ber gegebenen (^roubenlinie; mli)ttbmä) 
bie srbmidFehing bed 9frmd fA0^ fi'a ber (Suroe befi^rieben 
iperben fanu» 

SEBiS man fobann btn Vmn ber üt^ntt eonfbrntren, 
weither ton bem ^infte y^,^' auSge^enb, ftc^ in btm untern 
D9n ben Reiben 8IAt^ent^ei(ht ber abmidCelbaten Slfi^e be^: 
finbet^ fo wirb man ba}u bie Sangenten iedjentgett S^eifö 
ber ©(^rntibenlinie anmenben, toelit^er in {m unb {in pxo^ 
jitirt, unb in |i.V in bie (Sbene ntebergelegt erfc^eiut, 
inbem mau nämüc!^ auf jeber Sangente eine Sfinge gh ob- 
märta Dom fi9erä^rungl4}unfte abtragt, ^m er^Alt auf 
btefe SBeife ben «frm fi^;^ 6' ber 6uroe. ttnb ba bie San:: 
gentc im fünfte n' ber Jfreidpetit)^erie nid^t me^r bie t)tx^ 
längerte gerabe Sinie tn'\i' trtft> fo folgt, ba^ mnn man 
auf ber @^raitbenlinie ben^unttnX angibt; bt^tn %6- 
^anb üon bem fünfte fA,^' gl^i^ btv Sängt bed Duabranten 
yd^gn' i|}; bie (Suroe fxi^iJi'A' in unettbUf^er Entfernung pa^ 
xaUtl mtt ber Saugente ber @(i^raitbenliaie im fünfte n^' 
soerbeu loirb. S)ie (Suroe ^at affo jur Sff^mptote eine ^a* 
raOäe mit biefer San^iente burd^ ben ^nf t N,N' ber gege^^ 
benen @^raubenlinie , tvefd^er biametrat bem ^infte n,» 
gegenitterliegt, 'S>tx ^mft N,N' begränjt ben ^ogen mN, 



fung M V?mr6 i%i, yiV btf Surbe beft^rieben mrtbeit tm\\. 

S)n: ^untt |x,fi^ in tDtld^em bie beiden Vrme 9*4^ ti'« 
un5 |xi, fir'6' ber (SDolute fi^ ttctiwi^txif ifl (in 9lüi(fel^s> 
punft Wefn Gurtje. 

Um. bie (Sonfhuction btt Süolttte meiter fottjufe^en; 
unb beti Sfrtn berSurüe ju fiftben, oM beiftn STbieidtfun^) 
5fr «ogen oberhalb beS fünftes iV;i\r' bet flegtbrnm 
@d>taii6tn(inte j^etüorgit^en f ann^ ttntb man Sangmten an 
bcnjenigen S^l np/ tip ber ben Drt bet Arflmmungdttf 
mitte[|7unfte bifbcnben @(^tAiibentinie fegen,, meieret in 
nvp' in bie Sbcne niebergtJegt morben tft, unb fobann nnf 
liefen Sangenten Don nuten nac^oben, Dom ffierü^nings* 
punfte au8, bie Sfingen ik abtragen. SRnn ifl Hat, b«^ 
trenn bet S3oge|t np, ny bet ©c^ratibenKntt an Sänge 
ßlfirf) bem Cluaitaiiten n>" ifl, bie gebac^e D)>etatiou 
tcn 9ftm pc, p'c ber gurte geben antb, bet ben friUjcteti 
üüOig gletd) x^, unb »nt 9{f^m(}tote bie SSetlängetung NC, 
rc btt iginie i\ri?,rjB' \iat 

S)tttd} bie nämliche Sunfhuction jUibet man fobanti 
au(^, mit ^ülfe bet Sangenten in bemfenigen %\)t\\t pq, 
pq bet ben Dtt bet Ätibnmungemitterjjunfte bUbenbeti 
S(i^rattbenlinie, »eiltet in bem Ditobratiten p"q" niebet« 
gelegt etfc^eint, ben SCtm- pd, pd' ber ©ntüe, lüel^r firö 
mp,p' mit einem 9lütffe^r^)unftt m ben iwtigcn Wttit 
anftblieft. Hitb fo fort 

{^tia bem SSotfh^enben ettinnt man> bd^ \m Soolute 
ber (j^ebenen ^t^tanbenlinie «uS einet ünenbli^n 9J}enge 
DoDfommen gleii^ Atme befielt,., tüüi^ abhJed^fcfnb atif 
bem oberen nnb bem nntcrn Slädjenti^eile ber abtüirfelbaan 
Statte liegen, bi« bet Ort *et aHittel|)imfte ber oStUlatori* 
f4|en tngefn x% 3eber 9frm ftefjt mit bem .üot{)erge^enben 
burd) einen 9lii(ffct)tpuuft, nnb mit bem naci)fülgenben burd) 
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eitle tfibtn gentcinft^afHic^e ^Tf^t^tote ui ©ertrinbnnfl. !I)ie 
9lfi(Re^tf>tinfte (legen fAmmtli^ ^uf btt ben Drt hti Mm:> 
mufigSmtMt)ttnfte (ilbenben &i)xanhtnlmt, in ^fiänben 
üon elnanber^ flCeic^ 6er SÄnge fceö $filbfreifee, b^tn ^oii^ 
meffcr gleich ifi bem Ärümmungö^nlbuieffer (1 -f- a«) R, 

§. 253. Um auf bie ©t^ranbenUnic bic S5etta4tuitfl 
btB §. 247 anjnmenben^ bemerfe mrni, baf für biefe Sun)e 
bie brei ®fei<^unöen (B), (C), (D) beS angefügten ^ara* 
grapsen, menn man batin für a;, y, z unb i^re 3>iftren' 
Hole i^re SEBert^e biirc^ t fe^t, fti^ refpv t^ertoanbeln in 

a sin f — p cos t PÄ fl (y — Rat) 

a cos 1+ p sin / Ä= ^ ö*Jl. 

a sin e — p cos e =;= 0, 
tütl^t ©(ei^ungen ftc^ auf bie beiben falgenben rebuciren 

a cos i-^^sint^^ — ü^R unb y ==s: Bai. 
®ie fteKen augenf^eitilid^ eine ©d^taubenünit Don brat 
C>albmeffer a^R bat, bereu Steigung gleich ber.Steigung 
ber gegebenen ©t^roubenlinie ift, »Ä^renb fie felbfi bicftr 
festeren gegenüber liegt. Diefe SRerfmale gehören aber 
ber im §. 250 ge^mbenen Surt?e an, wel^e ber geoinetrifd»c 
Drt ber SSlittelpunf te ber erfien ;^rümmnng t>on ber gegr^^ 
benen ®!ibrauben(inie war; unb in ber ^oi f)at f\i) fc^on 
im §. 251 gejeigt, baf biefe €urt)e jugleic^ bie ätüdfe^r^ 
fante ber gWd^e i% ttjeldje bin Drt ber gttitter|)unftc ki 
Qdculatorifc^ kugeln barfiellt Vt\o bie kugeln, beren 
^albmejfer bie erfle Krümmung ber gegebenen (Suröe mejffit, 
unb bie im aSgemeinen mit biefer Surüe nur eine S&txü^^ 
mng ber }tt>eiten Drbnung einge^en^ ^ben, in bem befon« 
beten Salle einer (Sf^aubentinie , mit biefer eine 99eru^^ 
tung ber britten Drbnung. 

SBnS bie &ä1^ bed §. 248 betrifft, fo ^ot man aOge^ 

mein w = — , 2 = p, nnb wenn mau f;ierin für ds, q u^^ 
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¥ 5ie fiSett^r and §. 250 \t^X, fo mirb für bte gegebetie 
@c6ran6tniintt 

0) =^ . &2 = 



?fber bie Stfltffe^rfante ber gM(^e, weld^c ben Ort ber 3)lits: 
telpunfte ber oScuIatorifc^cn kugeln bifbet, ijl bier eine 
jroeite ©(^rcmbenünie , bereit ^albmeffer «»Ä unb beten 
Steigung glet(i| betjenigen ber gegebenen ©c^rflubenffnie 
\% Sflcnnt man alfo ö' 6en SOertb Don a, vötX&jtx blefer 
jitJtiten ©c^ranbenlinie entfpridjt, fo mnf man t;öben « =« 

j Unb wenn man in btw oorigen 9fu8brüJen - an bie 

Stelle t7on a fe^t, fo üerwanbeln fid) biefelben in 

CO = ^. , ß = - 



?nfo tp ber ®ert^ beö ®inM§ « ber gegebenen Snrte 
alfi(i^ bem SBert^e be§ fBinfele ß ber «üÄe^tfante, unb 
umgefe^rt ber SCBert^ beS SEBinfelS 2 ber (SurDe gleii^ bem 
3Bert^ebed 9BinfeId o) ber StUdle^rf ante) mad mit ben an- 
flejeigten ©äften übereinfKmmt. 



XXIII. 3ttte§tati0» ber einfa^flett ^ttnetionett non einer 

Seränbnltd^ett. 



§. 254. @ine !DifferentiaIfunction ber erflen Orbnung 
ocu einer SBeranberli^en a? ^at allgemein bie gorm 

Xdof, 
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too X ixQttib eine Ihinction ton x fiebeittrt. 3>iefe ^ife» 
rentialfunctton ifl immer an^ ber S)iferenti(itien einer ge^^ 
roifTen Function y 5er 93eränberli^en x hervorgegangen, 
fo ba^ man ^at 

rfy =: Xrf^, nnb ^ = X5 

ober-fie fann tüenigfiens immer roie bae 9tefultat einer [et 
f^en Operation angefe^en merben. ^Diejenige Operation 
nun, meldte mit bem Flamen ber Integration 6etei(^mt 
toirb^ l^at jti i^rem ©egenflanbe bie Söfung ber Aufgabe, 
bie Function y ju jinben, n?enn ba9 Differential Xix ge* 
geben ifl} ober überhaupt eine Function t)on x ju fin&fn, 
welche, bifferentiirt, hvx Sfuübrudf Xdx wieber ^ertwrbringt. 

!Die Function y ber SSeränberllii^en x, beren ©ifferen^ 
tiation baS gegebene Differential X^ liefert, »irb baSSn- 
tegral biefe# Differential« genannt. SWan bejeic^net 5fl8 
3ntegral burd) ein /, i>or Xd» gefegt, <So ^at alfo i)ie 
t)orige @lei(^ung 

dy 3± JTifo 

jur unmittelbaren fjolge 

y=SXdx, 

unb umgefe^rt. 9Jlan fann inbeffen fogleie^ bemerfeu, ba^ 
wenn man eine ?5«nction 0011 x gefnnben ^at, beren Diffe- 
rentiation jum giefultat gibt Xdx, man ju biefer ?function 
eine beliebige ßonftante C abbiren barf, o^ne ba^ jle mif= 
^ört Xdx aU Differential gu ge&en* Denn bc^ Differeittifll 
einer (Sonffante iff ffetd 9luH. SBenn alfo bie gefüllte 
Function nur burd^ bie einjige Sebingung befannt ifi, ^ 
man bur^ il^re Differentiation Xdx al8 Jftefultat jtnben foll, 
fo muf man, um i^ren allgemeinen ?fu8bnuf aufjufhllcn, 
in biefem ?ru§btutfe baS conffante unb mifff Ürlidje ®(ie5 € 
putbegreifen. ^a\\ fc^reibt bej^alb, inbem unter y W 
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Sntegtiil btt QtßtUnm S)i{feretttialfuitction XOa t^rftanöeo 
toixb, aSgeneiti 

y szz C -^ JXdx, 

in roeld^er ©leit^ung Jxds ba$ unmittettarc Slefultat ber 
Sntegration, C bagegcu bie roillfürlit^e Sonflante 

Gebeutet 

Diefe (Sonflante C bleibt t?offfommcn rpiOfürlir^, fo 
lange ba^ 3ntegta( y nur burc^ bie einjige S3ebin0ung 
lefiimmt tcitb^ iu feinem S)if ermtial Xda; ju geben. 9ibtx 
in allen Sfnwenbunflen ber antegralrec^nung finben ftc^ 
ie5er}eit S3ebingungen \)\)x, bnxd) meiere man ben SBert^ 
öiefer (Sonpante feflflellen unb mithin ju einem befHmmten 
Äefultate gelangen fann. 

§. 255. 9liti^t ot)ne ®runb f)at man btn Sfnfanflöbu^* 
fJn6en beö SBorteö ©umrne (/) gemfl^lt, um bur^ ©eiffl» 
gung beefelben ju bem ?fuftbnidPe Xdx bie Sunrtion ju be* 
jeic^nen, bereu Differential Xdx ijl. 3ebe Function fann 
nämlit^ tt>ie bie ©umme einer unenblic^ großen ?fnjal)I üon 
Söert^en i^teS Differentials ongefe^en werben. Um biefeS 
itiitlii) JU erfennen, ne^me man bie ft^on öfter benufete 
fflctrat^tung ber auf einanber folgenben 88ert^e 

lüieber auf, meli^e ber unab^ängißen SSeränberlit^en a? bei? 
griegt ©erben, inbem Aa? tt?ie eine, conflante Differenj an» 
#öen njirb) fo wie ber cutfpredjcnben SBert^e einer Func- 
tion y üou biefer S3eränberlid)en 

yo, yi, tft, ys, . . . ♦ yn-i, y«. 

Sejcic^net man bie Differeujcn ber auf einanber fofgenbcn 
SBcrt^e üon y mit Ay©, Ayi, Ayj, . . . Ayn-i, fo l)at man 
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cßo-^näx i)ie Function y feine tinenbliti^en SQertbe annimmf 
tüelc^en ?Cu8bruJ man anä) [(^reiben fanu 

SJlan ttetjme nun an , bie S)ifferenj Aa? werbe Meiner iiiii 
Keiner, inbem pe jtt^ ber 9lull nähert, unb juflleii!^ wai^ 
bie 3a^l n in bemfelben SSer^äftnif , fo ba^ «Ai unutrW 
bert Weibt. S)ie 9fn jal^l ber OHeber, meiere in ber Ätam^ 
mer entl;aften pnb, wirb alöbann fortwaI;renb june^meitj 

unb ber SSJertö irgenb eineö beliebigen ^ unter biefcn ®üe^ 

bern wirb immer nä^er bem SBert^e be8 ©ifferentialüer^alt- 

uiffeö ^ fommen, welii^er bem SBert^e xo + ÄAa? ber Set^ 

K änberlic^en x enffpric^t 3)aröu8 folgt, baj^ mit bem ^ 

nefjmen üon äx bie (Sröße 

f«^ einer beflimmten ©rän^e immer me^r nä^rn wirb, irclt^ 
bie ©umme einer unenbli^ großen Sfnja^f üon SBerttcii 

du 

barflefft, bie ba^ X»ifferential -^ dx ber gegebenen Function 

naä) nnb nat!^ annimmt, wenn man bie unabbängige Ser- 
änberlici^e x bx\x6) ba^ conflanteunb unenblid^ f feine Snter- 
Dan dx üon x=^Xo bis a?=rco+nAa? wat^fen t&ft. OTaii 
fann alfo fd)Iießen, ba^ man jeberjeit oon bem wiflfürlid)ei 
SBert^e y© ter Function ju einem anbereu wiinfürlit^cr 
SBert^e y berfelben Function gelangt, inbem man juyo fcii 

(^umme affer SBertl^e abbirt, welche bai !l)ijferentiaf ^ (k 



in bm 3fittrt>ABe att)if(^en btn 9Btttl^n cso nnb x, tnU 

\puäitnb bm füBert^en y© «nl) y, m^ emanbtt annimmt 

SBcnn man mithin »ie oben, mit Xda^ baö 3)ifftttn* 

tial bcr fjunction y, b.^. ^dx, bejei^net, fo fann man 

ffatt btx öOTigin ©leic^ung f^rcißm 

« • . 

$)o9 3ett^tn r. ftebeutet ^iet , bflf man bit igJumme »on 

attm aSertfien öe8 3)ifferentiat8 Xdx ju nehmen ^nt, tt)tli)t 
iitn Söert^en «o, xo + dx, Xo-\-2dx, x«-^3dx, «. eilt* 
fpre^en, 6i8 ju betntenifleii SBertt),ar«4-(«— l)</a', welcher 
im ©ert^e ar oorangeßt, bet bem SBerttje y auf ber linfe« 
Seite ber Olei^unö jiifle^brt. iDurc^ Sfugabe eon a;« unten 
am Snteflraljeic^en / toirb ber befonbete Söert^ oon x f;er* 
Bor9eC;oben, roett^er bem Söett^e y» entfpridjt unb Bon 
weltfern auSöeOenb bie ®utnmt gebifiet reetben foff. 

S)ie wtftctjenbe ©leit^vuifl flilt, wie aiii) bie einanber 
jugetjöriflen ffiett^e xo imb y« beft^affen fein inbfleu. SBenn 
ain bloß ein 'Differential Xdx gegeben ift, o^ne SCnjeige 
te9 befonberen SBert^S ar« ber unabhängigen SeränberH^en, 
Bon rcelc^em auSge^enb bie Söert^e biefeö Differentials futn* 
inirt werben fotten, ober be9 entfpwt^enben SBertl)8 y» ber 
gunction, fo ^t man fein SmUtel ju i§rer 83e(limmiu«ö in 
fiänben. »etrodjtet mau alfo in ber Dorfie^enben ©teic^nng 
bie ^mction y wie ber einjigen SSebingung utüerworfen, 
6a6 Xdx x\)v Differential fein fott, fo muf man barin Xo 
fo wie yo wie wOfornmen wiOfürtiift anfe^en. 68 ijl mit» 
bin ftberPfig, ben unbeftimmten aSett^ üon x, oon weltfern 
au8 bU «Summe fXdx genommen ift, befonberS anjngebeii, 
unb man fann wie in bem oorigeu «paragrapt^en fc^reibeu 

y == c + r xdx. - 
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»6 XXIH. Wf#iritt« 

§. 256. 2)ie Unbe{Kmmt§ett in bem fSert^ be9 Siite 
gratd y unb bit 9totbwtnbiQUit , btn Qfitdbrud besfelbei 
burc^ $injuffigung einer miOfariic^en Sonflante }u üttDoH 
flänbigen , werben fe^r einleuc^tenb , menn man x tc'xt b\ 
Slbfciffe einer ebenen (Snrtje anfielt, beren Drbintite y iat 
ftettt. Die ©eflalt biefer (Sutüe ifl öofffommen befKmmt 
fobalb bie Function y Don x entipicfelt ober unentrcitffli 
Dorliegt^ bagegen »enn nnr ba^ 3)iferenttal <fy=X4 

ober fcö8 Ditfetentialtjerfjaitniß^ÄsX biefer fjunrtion flf: 

cur 

geben iff, fo \yttf)&lt fxd) bie ©adie anbere. a)n9fitS5rttd 
biefeS Differenttaloer^aitniffea bejhmmt nämlic^ blof bii 
8li(^tung ber Sangente ber Snrüe fftr jeben ^unft, oft 
einem gegebenen SBert^e non a? juge&i^rt. Sflimmt man 
alfo an, eine ßuroe fei fo gejeic^net, baj^ fie in allen ita 

^nnften biefer Sebingung ^ = X®enügc feifiet, unb üd 

fc^iebt baranf bie Suroe, inbem man i^re fämmtlic^en ^untb 
^araflelen jur 2f(^fe ber y befdjreiben lä^t, fo ioirb fu in 
jeter Sage, bie fte babei einnei^meu mag^ no(^ immer ber^ 
felben SSebingnng genügen , unb jeS wirb fi^ fein ®run!) 
angeben laffen, toe^C^alb man irgenb eine tiefet £agrn alen 
übrigen üorjie^en fottte. 

Serner ifi ffar, ba^ bie Orbinate ber 6urt)e bind) Me- 
jenige Function üon x auagebrütft »erben mu^, tcridfe 
jnm CDifferentiaroer^ältnip X bat mb bi\x6)JXix bejeit^net 
xo'xxb. SöoHtc man aber bei biefer Snnction flel^en Hcibtn 
unb blo^ fe^en y=jxdx, fo toürbe man unter bcn i« 
Siebe fieljenben guroen eine SBaf)! treffen , inbem fobann 
einem befHmmten Söertße übn x anij em befHmmter SBfrtl' 
t>on y juge^iJren würbe. (2off alfo, wie es not^weiibij 
ifi, ba^ Sntegral eine eben fo grofe ffllgemein^eit unb eine 
eben fo umfajfcnbe ©ebeutnng bejifeen, wie ba^ flfgebene 



^fmnüal, fo mii^ man ft^eifien 

wo C eine mlfffürti^e ©onflante bebe utet. Sfuf Mefe Söeife 
fann ber Sfiiöbnitf \>on y bie Drbinate einer jeben ber 
unjä^Ilgen ©ntDen barfiellen, für irelt^e bie Slic^tunfl ber 
Sangente in Jebem beliebigen ^nnWe bnr^ btn €fn8bmcf 

^=X beö !l)ifferentiaIüer^äItnijTee ber erjlen Drbnunß 

befHmmt mirb. 

§. 257.^ SBenn man jebe Unbeffimmt^eit \n JBetreff 
btr 6urt?e, beren Drbtnnte bnrd) bie ?fnnctitm y anSgebrfldft 
irerben foff, anff t)erf(i^n?inben Taffen, fo genügt baju bie 
?fitöabe irgenb eineö fpunft8, burc^ rtjelc^en biefe Surt?e 
^mburt^ge^en foff. 35enn man überjeugt fic^ fei^t, b(if 
bie Äenntnif eineö einjigen ^unftö einer (kuröe, fo hJie 
icr Slic^tiuig ber JEnngente fßr \zbtn beliebigen SBertf^ ber , ^ 
Sffcfciffe, Ijinreic^enb ftnb, nm biefe SnrDe in i^rer gnnjen ^ 

Erflretfnng jn jeic^nen. 9lnn fällt bie ?fngabe eines ^unftS 
einer 6nrt)e bnmit jnfammen, ba^ ju einem geroiffen äBcrt^e 
Xo t)on X ein getüijfer SBertt; yo üon y gehören fott. SWat^t 
man aber eine foldje ?fnna^me, fo ifl bamit bie wiHfürli^e 
ßonjlante C ber ©feit^ung 

y = C + J Xdx 

üottfommen befiimmt» Denn eö fei P bie Sunction'Dona?, 
beren S)if erential Xdx ij}, unb Po berjenige SBert^, mtd)m 
P für ben äßertt; Xq t?on x annimmt, fo mu^ man ^abcu 

y^ = C + Po, 

m totldjtx @U\ä)\\nQ ber SBert^ t^on C beflimmt nperbcn 
lann. 

UAer^oupt ifl bie n^iOfilrUfi^e 6on{tante befKmmt; fobalb 
bei ber Angabe bc§ S5ifncntia[8 Xdx, beffen Sntegral y 
man fud^t; überbka no^ feflgeflellt n^irb^ baf einem gewiffen 






p 
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gegebenen SBert^e a t>on x ein glet^faKs gegebener SSett^ 
J für y angehören foll. 

§. 258. Sflad^bem im SSorße^enben bie Sebeuhmu 
ber Operation^ mel^e mit bem Stamm ber Sntegration 
bejei^net mirb, an^ einanber gefej^t morben \% bleibt \i^ 
w6i äbrig bie $>ü(fdmitte( an}ugeben, melci^e bie ^nal^fid 
barbietet, um biefc Operation audjufü^ren, b. ^. um bif= 
jenige cnbtld^e Sunction Don x ju finben, bereu SDiffcreiis 
tiation ein beliebig gegebenes X>ifferentia[.Xda? I^ertjorbringtj 
ober, n^enn man wiC, um biejenige primitive guuction ju 
finbeU; üon weld^er eine gegebene Sumtion X bie bcriDirte 
Function ober ia^ S)ifferentialDerbärtnif ber erfJen Drbnunj 
ijl. 6a mu^ inbeJTen fogfei^ bemerft werben, bap, wn^reub 
ber Uebergang t)on einer gegebenen Function y ju i^rem 3)if5 
ferential rfy burc^ ein regelmäßige! SBerfa^ren }u ©tnnbf 
fommt, welcbea immer ju bem gefugten älefuftate fü^rt, 
bie umgetc^rte Operation bagegen ober bie JRücffcfjr m\ 
bem Differential ju ber urfprUngUci^en Function nur in 
gauj bcfonbcren ffäKen, unb geanffer SJlapen nur dwl- 
nal;memeife ausgeführt ttjerben fann. fiWan fann liiert 
allgemein t?erfic^ert fein, ba^ jid) bie primitive giuiction 
oon X, meiere einem gegebenen 3!)ifferential Xdx entfpriit, 
in einem enblic^en ?fu8bru(f e angeben laffe j unb, toie fit^ 
in bergolge jeigen wirb, fo ifi man ni^t feiten genötJjiot, 
in ©rmangefung biefea enblic^en Sfuöbrudtö ju Släberungfis 
metr^oben feine BufTut^t ju neljmen. 3unä(i^jlif} e6 übrifleiiö 
üon aBid)tigfeit, bie ^auptfäffe ju fennen, in bnuu bif 
Sntegration auSgefütjrt »erben fann, fo »ie bie aWet^uben, 
welt^e babei jür Sfnmenbung Fommen. 

§. 259. e§ ift fogleic^ War, ba^ mau unmitttliiW 
bad Sntegral eines gegebenen !i£)ifferentials angeben fann, 
n^enn man in biefem !Diferentia[ eintd Don benienioen 
lotebtrerfennt, tctli^z nai) ben Sntmidelungen bed II. tinb 



10. ^fc^iiittt ^eii einfaii^m Functionen angehören. @o 
man leicht; ba^ 



dy = af'dx gibt y = C + ^ 

iy = ^ y = C + fa 

dy = e'dx y:^C-\-e^ 

iy = s\nx dx y = C — cos x 

iy = cos xdx y = C -^ sin x 

dy = ^ y = C 4-BTCcosx 

dx 

^y^YTT^' y «« C 4- arc lang j? 

dy=i — y ..= C -}- arc cot j?. 



l+;r» 



, ap*H~^ 



Die ©lei^ung J^oj^itorss^j- gilt im nttgemeincn für nllc 

tJoftHütn unb ittgatit^tn/ danjen unb gebro^cnen nnb felbfi 
irrationalen SBert^e bed Opponenten m. STlan fann ald 
fcefonbere SäHe; roel^e l^auflfl uorfommen, ^eranS^ebeu 
Cdx 1 r dx , _ .— 

Sine Sfudnal^me ma^t aber bcr einjige SaK, »uü man t}at 
m= — i; unb wo bie aDgrmeine gotmet geben lottrbe 

dx 1 

-=T. 3Jlan barf 6ieran§ ni(!^t [(^ließen, ha^ bieSlet^? 

9lat)ier, iDif.-- unb äiitegralr. IBanb. f. 19 



/ 



mmg för 5aS 3ntegral ber Diffcrentiarfiniction — einen unenb: 

lic^ großen SBert^ liefert, wefd^eö uuflereimt fein würte. I)cm 
man barf nirfct üergejten, ba^ btm Sntegral not^ eine M\ 
förlidje Sonflante ^injugefttgt meiben mup, unb banii^t^ 
Ijinbert, biefer ßonflante einen unenblid^ großen negatoi^ 
SBertt) beijulegen, fo folgt Mof, ba^ btx aUgemeine ?fu8bru^ 

C+^-pj-fflr m = ~ 1 ein unbeflimmteS SRefurtat m\ hti 

Sotm 00— CX) liefert. ^Bringt man aber bitfen Sfuöbrud 

unter bie?5orm ^^^j , wo a eine Sonflante. bebrütet, 

(was erlaubt ifl,) unb betrad^tet il)n wie eine Function m 
m, meldje % wirb für m=;F— 1, fo fann mau feinen wa^^ 
ren SBcrtl) finben , wenn man bie JRegeln ber §§. 94 ii 
anwenbet. 35n8 SSer^ftttniß ber Differentiafe tjon MW 
unb 9lenner beö 83nic^8 in ©ejug auf m ift nämliä 

— ^ j — ^^ , unb gibt, wenn man barin fn = -l 

fefet,/a?— faart bm 9{u9brutlber gcfuc^ten Sunctio«. 3nta 
S^at weif man burc^ bie S)ifferentialreti^nung, ba^ d.l\ 

= — \% woraus forgt l — = lx, welchem Wuöbruie fo^ 

brnin no(^ eine wiBfftrfidbe gonflante fceigef^gt werben mup 

Sene llnbefümmt^dt in4tm SBfert^e \k% «uöfctua* C-f ^ 

für m= — 1 muf bemnad) febigiid) afö eine Sfujeige an 
gefe[)en werben , b(i^ biefer SÖcrt^ bt% Opponenten m ein 
?fenberung in ber ©cfd^af eÄl;eit ber Function vad^ fid; jie^t 
welche ,ba8 Sntegral barjiellt. 

§. 260. SBae bie jnfammrngefe^terett X)iferctitiarfunc| 
tionen betrifft, fo. fann man ju i^rer Sntegration Derfe^ie- 
bene SBegfe einfic^Iagen. (Sntweber 1) man fuf^t *ie gegr- 



Um Function in anbtkt emfA^^re gu ierlegeit, totli)t ^i) 
unter bm k7or§iuaufdeiä^(tenX)i{fermtialfunctiQnenn)u6er> 
finten. ID&er .2) man fu(^t:bur<^ @u6{Htution einrr an» 
beten SSeränberUd^en fiatt x eine 9orm ^erüerjulbringen« 
»eli^e fxö) gfeic^fatte nnter 6en SJiferentialen toieberfinbet 
fceren ptimitlte Sunctlonen unmittelbar befannt finb. Ober 
enblic^ 3) man fuc^t bie ?fnffinbung beS Derlangten 3ntes 
grald abhängig )u machen üoh ber ^fufftubung ein^8 an^ 
bern 3ntegral8; »e{(^e6 lei^r jii erhalten ifl. 

gelteres ifi ber ®egen^anb bed Setfa^eitd^ mldftt 
mit bemS^amen ber Sntegratii^n. burd) Steile itUit 
tcirb uub in ber Sntegralret^nnng eine fe^r oerbreitete ?fn* 
irenbung finbet. 53efanntlid^ ifi nnrafit^ , 

dMv=udv-\-vdu, 
fclgfic^ umgefe^rt*) 

tw=:=fudvf^vdu, 

unb hieraus fc^Iie^t man 

fudv=^uo — ftdu. 

§at man alfo ein gegebenes 3)ifferential auf bie 2fürm udv 
flebrat^t b. ^. auf bie*Sorm eineö ^roftuctö au9 .ber enb^ 
H^en Sunction u ber 58eränberli(^en x unb ber 3)ifferen:= 
tialfunction dv bcrfelbeu 5Berän6erlt(^, unb fe^t man über^ 
bic8 bn6 Sntegral v biefer Dijferentialfuuction al8 befannt 
üoraue, fö i(l bie Sfuffuil^ung bee Sntegrafa /mA jiirüife 
geführt ntrf bie> bed 3iirigriil8 ftdu. 3)ie tt5tKflirIli^e Oivn^ 
jlante, loele^ man überall ^injtrfüflen mu^, iftili berüwt 
jie^enben (Steigung weggelaffen* 

§. 261. Um bi0 SfniDenbnng brr S^tegratiow-bufd^ 
Steile ^n einem S9ei^ie(e {u jelgen, fei haB^ S)iffetrentitfl 
gegeben 



*) 5»aii W §. 262, 2). 

19* 



dystsisf C09X däp. 

Sftan jerlege baöfelbe iti feie itibtw gactoren x unfe cos x dx, 
Don fteiien feer lefctert iiim Sntegral ^nt sin a?. ©ofeattn 
lüitb Tiac^ feer üotigcn affgcnieinni ?ormtI 

/a; cos jrrfo? =a?sin j? — fsinxdx 

=X8inX-{-C08Xf 

folflfid^ nac^ ^injufflflunfl tcr ttnUfflrlit^en SonfJantc 

93oit feer «if^tigfeit biefeS «efnltats fann man ftc^ Wit 
»ieber burti^ iSDiferentiation ä6er}eiigen. 

!J)er ©rfolg feer Operation ^ängt toefentlie^ oon einer 
angemeffenen SBa^I feer beifeen gactoren ab, in totlä)t man 
feaö gegebene Differential jerlegt. SBoHte man j. SB. in 
feem t)origen ^Differential xcosxdx feie beifeen fjactoren cosj; 
unfe X dx ne[}men, oon feenen feer Untere }nm Sntegral M\ 

Y, fo tüürfee fommen 

/, jr>cosd7 fx^ , , j ^ 
co&x.xaxsss — I -^ {^-^smxdx) 



x^ C08 X . rx^ sinxdx 



unfe man I^ätte mithin feie STuffiid^ung feed oertangten 3nte^ 
grals jttrAdgefU^t auf feie tfufifitd^ng etmd noi) DtxtoxitU 
teren Sntegrald. Wmx mu^ alfo immer, menn ed ü6rr^ 
^aupt möglich \\i, feaS gegebene ^Differential fo jerlegen^ i^ 
feie Stittgratiott feed einen SactorG unfe feie (^Differentiation 
feed anfeern einen einfa^eren ^Tudbtutf gibt, feeffen 3ntegra( 
ftc^ leicht angeben lä^t. 

§. 262. Die folgenfeen SSemerfungen fönnen no* 
feaju feienen, feie Sfußfü^rung feer Sntegration gegebener 
Differentialfunctionen ju erleichtern. 



3nte§t9iti9n€n. 293 

1) aSenn ritt 3)iifcrentiaf ntit eiiteiti conpatttttt ?fcictor 
üerfe^en tjl, fo Qttjt bicfet Sflcter autt; itt baö Sttttgral 

überj }. ffi. miö 

2) SBenti bie gegebene Stincticn ritte @itmttte i^oit 
meljrerrn I)ifferctttiafrtt barflellt, fo ijl baö gefiw^te Stitegtol 
flleid^ ber ©iitnme berjenigett Sntcgrafe, lüeftfce itiati aus 
biefett !DiffereitfiaIett eittjelti gettömmeit erf^nft; j. 93. aii8 

dy^s:zXdx-\-Xidx — Xtdx 

ergibt ftd^ 

y=C-\-fXix-\-SX^dx'-f\^dx, 

3) 9Betm ein (Differential bie f?orm bat 

f{X)iX 

ober auf biefegerm gebracht merbeit fann, wu X ivie biö^^ 
fier eine beliebige tJunctioii ber SSeranberlidjen x bebentet, 
fo fatin man e8 genau fo be[;anbeln, al6 ob Xeine unab- 
ficingige SSeränberlic^e wäre. SBentt alfo etnja F{x) bie 
giuiction ooTi X bejeic^net, bereu CDiffereittiaf iff f{x) dx, 
b. \). wetin tnan ^at . , 

. F{x)^ffix)dx, 
fo ijl gltid^fattS . 

FiX)r^ff(X)dX. 

es fei j. S3. baö Differential gegeben 

/yssic*-* sin (ä 4- *^) *^/ 

fo faitn man fcaöfelbe ai\6) fi^reiben 

1 

<*Sr = 5JJ . sin (ö 4- bx^) . mkar"^ dx. 

• ' c , ■ 

9lun ifl mtx*""* dx ba8 Differential ber Function iiTf-to*", 
meldte unter bem Beiden sin ffe^t ®e^t man affo X = 
a-^-bj^, fo '^at mati 
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1 
dy = — r smXdX, 

uitt) bann ift bas integral 

»o^on man jt^ and^ mitbcr nmgeW^tt t)«rr^ ^Diffcrentirttion 
ttetrjengen fann. 



XXIV. Stitegvatioii bet rationalett ganjeti iiitb 



§. 263. 9Jtan ücrpc^t unter einer rotionalm gmiütn 
Function 5er SSeränbetHt^en x jefce Function, lüelt^c au6 
©liebern befielt, in benen nur ^otenjen biefer fficränberlU 
ri^en mit ganjen ßjrpmienten üetfcilimitn, SBon biefer ffit* 
ft^affen^eit ip \m SMffcrentiatfunrtlon 

rfy 5:^= (a -}- ioj» -|- ca?^ -^ U.) <fe/ 
worin a, 6, c, 2c. beliebige Sonflantcn unb m, n, zc. fofi- 
tit)e ober negatioe ganje Balten bebeuten. @ine [oMf 
Function fami immer integrirt werben /. ,uni) t$t Sntfgraf 
ifl augenft^einlid^, vermöge ber ©ntwitfehmgen be9 ooriarn 
9fbf(!jnitt8 : ^ 



m C bit tuiSfürlic^e ßoiiflant^ brjeit^tttt. SRati natf ni»: 
itaiftm, ba^, menn btt ^poiient t?on ar tu einem bev 

©fieber — 1 tc&xt, älfo bqö ®üeb üon ber gorm — rfj?, 

fein 3ntegral alsbtmn fein trürbe A . te, 

2)a§ üotjlefjeube 35iferential tann ttfirigena uoÄ) rtiif 
bicfelbe SBeife integrirt merien, tvtxm bie Sfponenten m^n, 2c. 
beliebige nid^t ganje SBctttje ^abeii. 

§• 264. i[&tnn bie 3)ifereHtialfunctiou in ber Sfprm 
gegeben i|i 

wo r eine pojltiDe ganje 3n^I bebrütet, fo fannman ^t 
bnxi} €ntmideliutg bet angezeigten ^otett) auf bie Dorige 
9orm ^tirädbringen. 

$fber Trenn man einfach 1)at 

wofüv man avtd) \ijvt\bt\\ fan« 

dy=^-j {a-^hxf hdx, 

ftf bemerft man lei(!^t; ba|Ma?ba8 5^ifei:entiatDon:«+6a3 
\% atfo bie Dorgctegteguuetion fiti) in bem gaOe beS §,2ß3, 
3) befinbct. ©efet man alfo X^a-^-ix, fo öat m^n 

dy=^TdX 

unb baranö nnmittelbar, 

J)iefe Snteflration bleibt wiebcr für alle SSett^e pou ^, 
mit STuäna^me öon — 1, flWtift. 

@beitfo fiubet nian rtu8 ber ©feitöuttti 



1S6 XXIV. ;Wf#tiltt; 

bitrc^ eint ä^tUid^r SSemtrfitng 

^"" "^ *m(r+l) 

§. 265. a5ie rationalen gebroci^encn Snncttonen faden 
unter bie allgemeine Sorm 

»orin a,b,Cf...f unb p, q,...t beliebige conflante ßoeffi* 
Dienten, unb m unb n peptiüe ganje Ballen bebenten. flcbtr^ 
bie8 fann man jnm ©et;nfe ber Sntegration immer b\t 
85orau§ff|hng machen, e8 fei m<fi. ®enn luennbergr- 
p^mnt m im 3ö^Ier ben (S^pouenten n im 9tennet über^ 
trifft ober biltoife(ben gleich ip , fo fann mau oMf bera ges 
wöf^nlitfien SEBege bm 3ä^Ier burc^ ben 9teuner bioifcitcn. 
8Man oermaiibelt baburc^ bm gegebenen S3ru^ iu eint 
ganje Function nebfi einem angeljiingten neuen SSruc^e, in 
meinem ber größte ©jrponent oon x im 3ä^rer ttjenigjlenö 
um ©ins Keiner ifl al8 ber größte Sjr^jonent im Slennn:. 
!Die Integration ber ganzen Function fann aber naä) §. 263 
auSgefü[)rt werben j fofglit§ rebncirt fic^ bie 3ntegration 
bee gegebenen a5if erentialS immer auf btn goll , roo 5tr 
(Sfpomnt m (jöt^penö glei^ «— 1 ift. 
®8 fei nun affgemein 

ein rationaler 83ruc^ 5 F (a?) ein ^oll^nom Dom Orabe n, 

t?on ber gorm aj" + jP^"~* + j'^""*+ •••+^> i"^^ fi^) 
ein anberes ^ol^nom, ^öc^flenS 00m ®rabe n— 1. SÄan 
bilbe bie ©feic^ung 

F{x)=Q 

unb löfe biefeCbe nat^ ben befannten SDlettjoben auf, fo baj 
aHe reeffen unb imaginären ©urjeln in beftimmten 3aW«^ 



3iiie§rattiii taü0Mlit fmtcHoiteti« 2UI 

mluQm. X)ie veeSen SBucjcIn mifftn mit a, «i, ot, k. ttnb 

Mf imflginären SBurjefn mit ct^tß K--1, «idrPir ~1/ 
«i±ßi^— 1/ ^c. 6eici(!^nct ircrbenj alfo 5ic elnfadjen 
Sactoren, welche ben rretlen ffiutjeln etitfprecbeit, mit 
x-a,x—ai, a?—fla,2C.,uttb5iequabrfltif(l^en Satteren, weicht 
ju ben iinagiiiÄren SBurjelpaaren ö^^^reu, mit (a?— a) »-f-ß*, 
[x — ai)» -j- ßi », (ar — 0,)" + ßj*/ K. Serner werbe ju- 
tiäi^P angenommen, e8 feien gfeit^e SShirjeln ni^^t üors: 
[jrtnben. ©obami ifl ana ber S^ecrle ber ©leld^ungen be» 
fannt, baß bae ^or^nom F{x) jletS gleit^ bem'^obucte 
nu8 ben einfachen ober quabratifc^en Sactoren ift, welche 
itw SBurjefn ber (SIeicfcung F(a:) = entfpredjenj iinb 
man fann mithin immer fe^en 

F{x) x—a "• x—üi ^^ 0?— flj "^ 

ttjo A,^,, j1,,«. if,lf,,J!f,,2c. JV,iV,,i\rj,2c. (Sottflanten be? 
beuten. a>enn roenn man fämmtUt^c 93cü(^e anfberrer^n 
©eite biffer ®Iei^iing rnif einerlei Sienner bringt, fo i^ 
ttr gemeinfc^aftfi^e 9lenner F{xy^ ber 3ä^ler aber toirb 
ein ^ol^nom üom ^rabe n — 1 , unb um biefeS mit bem gege^^ 
Benen ^ol^twm f{x) ibentifd^ ju mad^en, I^at man n ®U\9 
(jungen i^i^ erflru ®r.abe aufpf^eOen nbt^ig, b. ^« eben^fq 
^vAt Gleichungen loie unbefti^imte (Sonfionten ba finb« 

3)et gegebnte SSru^ ~ flnbet fiti^ auf biefe SBeife in eine 
Steige odn 9> a 1 1 i a I b r fl c^ e n jerirgt, tuel^e bie ®otm 

I 

^^^"^ ij^^j^ii befifeen. SBaS bie SefKmmung ber gon^ 

jJanten betrifft, meiere bie 3ät)Ier biefer ^artialbrttdje bilben, 
fo gelangt mau bajii $WAr fd^bu burc^ bie ^uflOfung jener 



(jungen mit mrl^rrreii Unbefannteti. ^ärjer lommt man 
Itbvd) auf folgetijbe 9Beife jum 3iele. 

§, 266, ©efe^t eS fei 5cc3ä^leri4fce8erPcn^artia(:: 

fttttc^e -— jn bcfKmmtU; unb man fc|e jwr SfWftrjttng 

F(x) = {x—a).(fix), 

intern man mit <p{d;) t)ad ^roburt aSer Sactoren bed^o^ 
(^nomS F{pD) mit Wudna^me t>ou a;— a be^eid^net. @tatt 
5et@Ieif^Hnd bed Dorigm ^amgcot^^en fann manatebatm 
fc^teiben 

ti?o x(^) eine ganji Function Don w bebetttet. S)arau6 
aber folgt 

iKlf t man nun ir=a werben, fp toiti) ber fBru(^/ loelt^cr 
mit Ä mi(Ttt)3(icitt x% ju %, unfi gibt nad^ ben Siegeln be§ 
§. 94 2c. al8 trabten aSert^ ^'(«)/ »ä^tenb ba8 folgenbe 
®Iieb ja 9hia ttirb. SDlan (}at alfo 

f(a)=Ä.ria) trorauö ^ = ^), 

inbem F'(Ä)ben2Bert]^ bejeid^net, ttefc^en bas ©iffetenfiaf^ 
tjtt^ältni^ ber etjlen äDtbrtung ton ber Sunetion F(j?) für 
of^sza annimmt. @d ifl f(ar, ba^ bie 3ä^er ber flbrigen 
^artialbrü^e, beren Slenner ben reellen SBurjeln ber ®IeU 
d)ung F(ßp)^Q entfpred^cn , auf tiefelbe SBiifc bejHmmt 
werben, imb ba^ man erhält 

<gd wirb . niemald t)(Mrfo«inieu, ba^ bie SQert^e Don 



3tttegrati»ti vntkmaUt Sltnctionett. 988 

r(tf), i?'(ö,), F'(«,), 3c ju »iiO nwfceui fcenn Mefeö 
toütbe nfortern; fcaf unter beti 95BwrjtIw a^ ai, Ut, it 
totnigjleni gtoei gfeid^e oort^anben hdSren, wtlä)t& gtgtw 
i\t 83otaa8fe|ung 1^. 

§. 267. S)ie dä^er bcr ^attiolbrü^, mldft beii 
imaginären SBurjefn ber ©leiti^unfl F(a?)=0 entfpredjcn* 
fönncn auf eine ä^nlic^e SBeife BeJHmmt werben. ®8 fei. 

Mx+N 

fin folc^er S3rut^; fo f ann man bemfelben bie ®e{ta(t Qzitn 

fo bai^ man f)at 

S)ur(^ biefelbe S3etra(i^tiuig n}ie.t>or^in gefangt man fpbatm 
\\\ im (S^htffe; ba| bie ©tflfen F unb ber ©(eiigung 
geuflgen mflifen. 

tüelt^c Olcit^ung jti^ in jnjei getrennte ©leit^ungen jerfegt; 
inbem man bie reellen Steile für \vS) unb bie imaginären 
Steile für ^6) etnanber gleic^jufefeen [)at , fo bä^ barau8 
bie bciben in fftebe fle^enben ®rö|en üollflänbig Befiimmt 
tttrben t&mieiv. • €bMifo finb^t man 

»nb fobanti 

if, ^ 2^,^ iBT, == - 2F,a* + «Aßt, 
Ä, = 2ft, AT, =. - ai'.o.jrf 2<?tß., 

unb fo fort. • ■ 



aoo xxiv. «»fiiitut. 

§* 266. SEBcnn man jtteitend annimmt, baf bit im 
§. 285 auffleflfttte ©Wdbnng F{x) « mehrere gle^t 
SEBurjcIn btflfrt, fo 6Itibt bae i?origc äJerfal^rtn iiic^t rac^r 
anwenbbar, unb man gelangt jur Beriegung bee ffirut^eft 

^ auf folgcnbe ffic^e. @a fei * bic «fnja^I btr aSur:: 

jcln, wctdje gfeid) ber reellen SButjel a?:=fl angenommen 
tterben, fo fann man fefeen 

fix)_ A . A^ ■ ^ ■ 
i^^) (x-a)^ "^ (^-ö)*-* "^ (^-«)*-* "^ * * * 

»0 A, Ai, At, ...AJ^_^ unbefHmmte Sonf}anten bebeuttii; 
<p(j?) ba^ ^robuct affer fjactoren beS SlennerS F(x) 
mit 9fn6nalnne be8 SrfctorS (a?— a)* fo ba^ man M 
(a?— fl)*(p(j?)=F(ir)5 unb etrtlid^ x(^) ein fpol^nom m\ 
geringerem @rabe al8 (p(d7). IBringt man äffe JBrü^e mif 
ber rechten Seite biefer ©leid^ung auf einerlei Slenner, 
närali^ auf bcn 5Renner F(a?), fo ifl flar, ba^ man beibe 
(Seiten ber @(eid]ung ibentifc^ ma^en (qnn, trenn man 
bie ßonfianten A, A^, A^, ^..A^_i angemejfen beflimrat. 
35ie ®rei(^ung mirb, nac^ SBeglajfiMig be8 gemeinfdjaft-' 
liefen 5Henner0, rperben 

f(jc)=zA (f{x) 4" A (x—a) <p(a7)-f-^2(iP— «)*9(^)+ • •'• 

3ur ffiefHmmnng ber SBert^e ber in 9tebe pe^enben 6on= 
flauten Mjferentiire man biefe ®fei(^ung ein, jwei, brei k. 
gjlat nnt^ einanber in Sejug auf x, unb fe|e barauf in 
fämmtlidien ^(eiü^ungeu x=a. SWan erIjStt babur* bir 
®(ei(|ungen 



Solegration mUmakt funtHwtn. SM 

f{a) » A.ifia) 

f\a) = A.ifXa) -j-A^.ifia) ; 

ria) = AY(d) +A,.2if'(a) +At.2if{a) ^ 

r{a) = A.if"\a) + A,3if'\a) + A^.6ifXa) + X,.6<p(fl) ' • 

fir(a) = ^.(p'^^ta) + A,Aip"\a) + ^.12cp"(ii) + ^.24(p'(fl) gp 

+ A^.24if{ä) 

2C., 

au8 beneu bieSBcrt^e üon ^4, ^, -4,, ...^4_, fuccef[ip 

beregnet werben lOnneu. !Dtrfe Sßert^e ^ängeu ab; tDie 

ninn fte^t^ pon ben auf eiuanber folgenden beriDitten 

Functionen btx 3unction (f(x), totlijt an& ber iDiüifiou 

bes Sflcnnwö F(a?) burd) (a?— a)* flefunbcn werben fann. ♦ * 

SBiQ mnn biefe f^uuctiou aber nic^t berechnen ^ fo fann 

man ju ber ©{eic^ung 

jurüige^en, unb aud berfelben fie beritjirten gunctffnen 
ber ^ö^eren Drbnunge n DofAer Function F(rr) eijMidFehi. 
Der attgemeine 9fn#rucf für bie beritjirtt fhmction Doit 
ber Orbnttn^ u wirb nftmli(^ # 

j)= *(*^1)(Ä~2) ,..(*- ii+i)(a?-a)*-* cp (0?) 

+ ^!^ •. . *(*-l)(Ä-2) . . . (k^%+3) (a^a)'""^' cp" (x) • 



@e|}t man alfo drs=:ii in ben beriDtrten 9mutionen bet 

Drbmingen *, *-f 1, *-f-2, ic, fo foram* 



«*«r' 



•ssL¥/t.mimi^ 



ü<*> («)= *(*— !)(*— 2)..;.2.1. ((i(fl) 

f i F<*^*> (o) = (ft+1) . *(*- 1)(*-2) .... 2.1. 9(4) 






2.3 



V 



unb flu9 bicfeti ®lcic^ungcn fmm man fctc ®r5fcii (p(fl), 
(p'(fl)/ ^''(^)f 2C* buri^ bic SBert^e Bcjlimmcit, meldte 5it 
bericirten Sunctioneu ber Otbnungeit k, *-{-l, ä+2, jc. 
be8 9lenncrö F(a?) für bcn Söettßcn a?==a annetjmen. 

§. 269. SBcnn in ber ®Ieid)ungF(a:)==0 not^ eine 
jwcite ®nt|jpe gleicher SBirricIn tjoifommt, j. 83. * SBurjeln 
gleid^ ai, fo mirb man ebenfo fc^üe|en, baf bie $[nn)tfm« 
l^cit bc8 gaitors («>— «O* irt bwi^of^nom F(s) bei ber 

3erlcguug be9 SBrn^eS W-j^ föfgenbe Jftci^e t>on «partial- 
^ 4. di I ^< 4, 4 '^*-^ 



• « 

3ur ©erec^minfl ber Sonpanten^^ i4|, A2,...Ak-t gelten 
l)ier mieber bie t>or^in entwMfiHen Sormeln, wenn inan in 
benfeltien unter (p(^) ben Quotienten ber 2)iüi|ion t)ün i^j?) 
bnxä) ben ?factor (a?— aj* üerp'etjt. I)iefel&e SSetrat^tung 
tPiirbe ft^ mieöer^offt , foenn eine no^ flröfete Äiija^l 
üielfa^er SBurjeln t)orl^anben märe. 

§. 270. S)ie DcrPeljenben Sntrridfelungen fann man 

leidet auc^ auf benjenigen gall ausbe^nen, wo bie ©leit^ung 

F{(c) =^ oielfat^e imaginäre SBurjeln beftfet. 3)enn eö fei 

1^ [(a?— a)»+ß«]* ein Sactor be6^oIl;nom8 F(a?), unb man 

^ »Ode bie ^orttateröd^e bcfiimmett, )u bcoen bie ®eflen»att 

biefea gaetors Wnlof gibt, fo ipirb mnn fetten 



SttteivatioB. t«4iMiaIiii ^mtrtioneti. aw 

F{x) — ,(^_a)»^-ß«J*"^ [(a?~a)«+p«]*^* ^ l<:F-«)*+ß«l*""' 

tco (p(2r) bad ^robuct aDrr Sfactovoi brd ^It^nom^ F(a?) 
mit ?fiiöna[}me bf8 gnttor? [(^— a)*+ß*]* bebeutet »rinflt 
man bie rechte (Seite biefer ®Ieid|iinfl auf einerlei 5rtenner, 
fo Derroanbelt jlc^ bie ©reiAinifl, nai) SBeßlaffunfl biefeö 
9lennerS, in 

ffa;)=(Jlfa?-t-iV)(p(a:)+(Jfiar+2\r,)[(a?-a)»+ß>](p(jp)+.... 

guttoiieft man tmn bie anf einanber folgenben Differentiale 
Mefer ©feid^ung, nnb fefet barauf für ^ bie SBert^e x = 

a+^y^, mli)t ben Factor (a?— a)>+^* jnSlntt ma^* 
^eu, fo erl)ält man in IBttrai^t be§ Umflanbre, baf jebe 
(Sleidnmg fic^ bnrd) Trennung ber reeBen unb ber imagi:' 
nären Steife in jmei berfc^iebene ©feic^nngen jerfegen Iflpt, 
flftian bie ni)t^ige ?fn5a^[ Don ®[eid)nngen, n^efc^e jnr 
SefHmmiiHfl ber Sonflanten M nnb N, Mi nnb Ni, Mt 
unb Nx, :f. erforberlid^ \% 

©benfo mürbe man üerfafjren, menn ber SRenner be§ 
fleflebenen Jörn^S noc^ anbere Dieffat^e imaginäre SBurjeln 
tnttjalten fottte. 

§. 271. 2Jt.it ©ÜTfe ber bisherigen ®ntirit!ehmgen fann 
bie Sntegration beö im §. 265 »orgelegten J)ifferential8 






fietd audgefü^rt merben. 9Benn man tiämUc^ nati^ bzn 
gegebenen Siegeln ben 93rn(b, n^etc^er mit dx mn(ti)?Iicirt 
ij}, in feine ipartialbrü^e jeiJegt, fo gelangt man julefet 
immer ju einem ober einigtn iwn fcm (Differentialen 



904 XXIV. MfiliiM;;. 

Ad3ß Ädx (Ma;-\rN)dx (Mah^pr^dx , 

auf bereit Sategration mithin bie gegebene Aufgabe jeberjeit 
jurttif ommt Ueber bie Sittegration biefer üier 3)ifferentioIe 
aber fann man ?folgenbi8 bemerfen. 

1) ^aä) §. 259 erfennt man fbfort, ba^ 

mo C bie wiHfürlic^e (Sonflante bebeutet. 

2) @ben ba^er fie^t man, bap 

rfy = r gibt y == C? r-, . 

§. 272. 3) 9fu8 

Ma^N diV 

erhält man 

§. 273. 4) (Snbliä) in »etreff ber 2)ifferentiaIfunction 

finbet man junä(I)fl, ba^ bie antegration il;re8 erjien S[;eil8 

Mix—a)dx -ci. ^ ^ 
— J ^ — r- gibt C ■■ : — j— -: 

bagegen üon bem jweiten Steile 

finbet man bas Sntegral auf folgenbe SBeife. 



aWan fete^=^ fo l)a^y==A, fo roirb biefc» 
Ifftttre 3)itferential> 



unb e§ ifl je^t nur noc^ barum ju t^un, bie !S)ifferentia(ff 
fiinction 

dt 

(^+1)*" 

ju integriren. 3u bem Sitbe briufle man biefe Function, 
inbm man im 3A^(er /'ir abbirt unb fubtra^irt, auf 
Mf 8orm 

dl t*d( 

tooburc^ man et^AIt 






Sßenn man aber ba^ (ej^te biefer integrale nac^ bet Wlt^ 
\f)Qbt btx Sntfflration burc^ Steile (§.260) be^anbelt, inbem 

man -^ unb ^ ^- ju Sactoren wä^It, fo f ommt 



*-i ' 



r ndt t 1 , f^ L 

itnb wenn man bied in bie vorige ©Ceid^ung fubfHtuirt 

r dt t I 2A~3 r dg 

Durd) biefe ©leic^ung mirb ba^ gefuc^te Sntegral abhängig 
jema^t Don einem anberen Sntegrale berfelben ?frt, in 
üctt^em ber ©rponent * beS 9lenner8 um eine (gin^eit oer^^ 
ingert morben ip. Sä^rt man auf biefe SBeife »eiter fort, 
b fiubet man jule^t a(9 STuSbrudF für ba^ gefuc^te 3ntegra( 

9ta)>{et, ^iff.oinb SntegMlr. I.^anb. 20 



M6 }LXIV. «Kiliritt SitlffrftliMi r^üttHOir gotidiram. 



J(/i+l)»^2</i4-l)*-*L*-l 






\ 



SGBfnn man in biefem SfuSbnirfc für t feinen SBert^ 

^^ jnrüdffefct, unb mit -—^ multijjlictrt, fo ^at man 

p p 

baö 3nteflral beS jtüeiten X^eifö twn ber gefltBenen Siffc^ 
rentialfunctitm, tüelc^eö ;u bem oben flefunbencn Sntegrale 
bee erfhn S^ei(B abbirt bm t)oII<flanbigen tfuebmtf für y 
liefert. 

ajlan lann aud ben @ntn)iiieliingen biefea Sfbfi^ititts 
ben ©t^lu^ jiel^en, ba^ [\6) bie Integration einer wie 
immer befd^affenen rationalen ffunction fletd ausführen lä^t. 



XXV. fftfi^tiltt. 9ttf||niti9ii imttoiiale? 9tttt<tio»(ii. 817 

XXV. Sotrgtation btt inaiionaltn 9nntHontn, totl^t tint 
IBttr|e( bt$ §t9eiteit iBtahU eot^alteii. I^inomtfc^c 

fbifftttntiaU* 



§• 274. 9Bcnn ciiit fleflebtne algebwift^e Difcreit^ 
tialfunction irrationa( i^, \o fann man im nügemeiueu 
m(^t Derfic^crt fcin^ ba$ i^re Sutegration jl(6 unter enWic^w 
Sorm ausführen lä^t S)ie Sßege^ tvtld)t mm ju tiefem 
6n5e einft^fägt, fommen ^auptfäc^Iic^ darauf ^inau9, baf 
man für fcie Seränberlic^e x, in ©ejug nuf welche bad 
gegebene S)if erentinl genommen ift, eine neue SSeränberlic^e i 
m\ füfc^er ©efc^affen^eit einjufü^ren fut^t, baß mit öer 
@ubfiitution ber SQert^e ton x unb ix bnrcb t nnb i/e 
bie Srrationalität ber gegebenen Function Derft^tüinbet 

§• 275. I)er auagebefjntejle gaff, in »elc^em ber an;? 
gegebene SEBeg fletö jum Biete fü^rt, ifl berjenige, wo bie 
SrrationalitSt ber oorgelegten Function bloß an ber ^fn- 
irefen^eit einer SBürjel beö jmelten ®rabe8 fjaftet, loelc^e 

bie Sorm \)cX Y^T^-bx-^cx* ^ber V^a-^bx — cx\ ins* 
bem man unter a unb b beliebige conflante Orößen , iinb 
unter c eine pofttiDe Sonflante üerfleüji. Solan fann afö^ 
bann biefe Function immer rational ma^en, unb folglich 
i^re 3ntegtation mit ^filfe ber äJtet^o&en &ee üorigtn §fb= 
f^nittS auBfft^ten. 

gtjlettS in bem gaUe, fco baS ®fieb cx^ baS pofltiüe 
SSorjei^en ^ot*), fann man fefcen, inbem mait mit f eine 
neue gSeränberlic^e bejeic^net, 



•) -SSbcntt c=iO iff, tifo lie ffinrjel bfe cmftM^f ®<|btt ^ot Vä^bx, 
fo fann man bie gunrtion, tottdit birfe SBursrI tv m cnt^H^ ^anj 

20* 



dm XXV. ms^m 

\/^a + bx-^cx^=t^xy^, ober ß-{-bx=t^'—2txy7, 
tüorciuö fofflt 

S)ic ©ufejHtution biefer SBert^c matfct auflcnfdjeinlit^ Die 
gegebene Function rntionaL 

§. 276. 3roeiten8 in bem Satte, tüo baS .Sorjcit^en 
be8 ®tiebe8 cs^ negatit? ijl^ tüirb gleit^faffs bie gegebene 
gunction rational werben, trenn man fejjt 

y^a -j-bx— cx^ =xt — l/a7 ^^n b — cx=xt* — 2tya, 
woraus folgt 

^ _ b+2iVä 2(c>^6/^/> Va)di ^ 

J)a iubeffen biefe ^Transformation in bem Satte, ico 
bie ®röße a negatiü ifl, imaginäre ©lieber in ta^ gegebene 
Differential einfütjren würbe, fo fann man olöbann mif 
folgenbe SBeife Derfaljren. SJlan beachte nämficb, io^ man 



rüifat^ batucc^ rational macffen, ba^ man unmütclbar fe|}i 



worauf folgt 

Dtrfe SSemerhtng tann sugleii^ ba^u Mtnm, tie iMK^fle^itb ang<8r< 
bcnen Sirdndformattonrn gu mottütrrn. 3)enn ^ai non nic^t glnc^ 

foll« ya-\-bX'±cx^^t fffeen bürfe, wenn bie «ulbrötfe »on « 
unb d^ burc^ / wa!^ dt rational ouftf^üen foQcn, hat überfte^t man 
o^ne ®c^tt)tcrigfrtt. (£9 muf im ©egrnt^etl bii Transformation 
firts fo eingerichtet »erben, baf bte ®(eic^ung, au9 tt)e((^er :r bur(^ 
f benimmt merben foQ, in S^egug auf x (ineär tt)trb: unb btefel (et' 

fien bie folgenben betben ®ubflituttonen ffir Ya'\'bx-^cx^ unb 



Sittedfatioii irratiiiialef 9untH9ntn. 809 

ed ^iet nur mit reeSrn ®r&feii )u t^un f)at,^olßl\df 
awif nur mit fo(c^en Sßert^en t^on x, totlift bie SButjtl 

ya'\'bx—cx* reeH machen, ©eis Srinom a+bx—cx* 
6at affp nur pojltiüc SBert^ej morauö folgt, ba^ bie ©lei« 

ijmQx*—-:x — -=0 jmei rccHe SEBurjeln befifet. 35iefe 

9Bur}e[n mögen mit 9 nnb Qj be)eic^net »erben. SJlan 
fe^e nun 

Va-^bx—rcx^^^y c{x — q) (Qi — x) =(a?— (})(Kc 

ober 9, — a?== (o? - - ({) ^', 
fo folgt 

Dicfe SDBert^e werben bab oorgelegte iDifferential rational 
madieh, o^ne barin imaginäre ©rö^en eiujufftljren. 

§. 277. S)ie 3rrationafität einer CDifferentialfunction 
fann auc^, wenn jle au6 ber Sfnmefen^eit jweier oerft^iebe*: 

iienSBurjeln be8 erjlen ®rabe9 wie Va+x nnb Vb-^-x 
fiitjieljt, baburc^ jum SSerft^winben gebracht werben, baf 
man fe^t 

yT+x=t, woraus a?=/«— 6, dx=2tdi. 
Dicfe Sraneformation befeitigt nämlic^ bie jweite öon jenen 
SBurjeln , mb gibt ber erjiern bie gorm Va — b+i^, 
momit bie gegebene gunction auf ben Saff beS §• 275 
jm:ütffleftt^rt wirb. 

§. 278. !Die einfadjfhn «nwenbungen ber gegebenen 
gjltt^oben fmb bie na&flebenben. 

6ö fei gegeben 

, itP 

^ ~ Va + bx + cx^' 



ft töMbtlt b\t Xtaitdfetmatton btB §. 275 Htfed Xi^v 
trcntiol trm in 

. 2itf 



2/1/7+ * * 

^olQlid) erhält mau 

unt) tvenn man für t feinen STuöbrutf hmd) x jurücffe^t 

über n)a8 baafelbe fagt 

inbem C bie tt?iHTürüd?e Sonftante \iz\im\z\, toetc^e biird? 
bie Sntegration eingeffli[;rt mir^. 
§. 279. «8 fei flegeben 

y « + to — ca?^ 

aßenbet man bie erfte SEraneformation be8 §. 276 an, fo 
üernjanbelt fic^ biefeö S)iffcrentia[ in 

dl 
du =*: H_ ober rfi/ = -- ^ 1^ 

•^^ i + — 

tooüon baa 3ntegrat ijl 

unb njenn man für t feinen SfuSbrutf burc^ x jurüiffett 

^^ xVT 



• SEBcnbet man bagcgen bit jttjeitc SwnSfonnfltion fcc«» 
felbm ^atrtflrap^cn an, fo t>txtoanbüt ^d) fcaS gcflebcnr 
a>iffcrfntiar in 



iinb bflüon ip bad Sntcgral 

y = C— — =.arclangr, 

ober menn man fat I feineu SSert^ fe^t 

y=C - -^ .arctangl/iiZf, 

ober, ba q \mb Qi bie SBnrjrin ber ®(ei(^ttng a?»— -ar— -«=0 

jtnb, 

ys=xC — :.afctangr ' — ' ^ , T -- 

®tefe beiben SfuSbrüdte für ba^ geflickte Sutegral y 
tonnen für einanber gefegt n^erben, unb unterfc^eiben fU^ 
nur in bem SBertCje ber mittffltrlit^en Sonfiante. 

§. 280. 3n bem befonberen Sfalle, inobaS gegebene 
S)iffer?ntiat ifi 

, dx 

^rtt man <i=l, i^^O, c = l. golglit^ mirb au8 §.278 
§.281. 3n bem gaffe, wo ba8 'Differential gegeben ijl 

fennt man f<!^ott fein 3ntegral y = C+apcsiniB. SBtnn 
man aber anf biefen »äff bie erpe gformef bee §. 279 in 
Sfniüenbung bringt, fe erhält man 



»2 XXV.«»M«tt4. 

SP. 

2fii0 biefem «fuöbrudfr toirb, ttjcun man arc^inaTt^Bcp fejt; 
y = C~2arctaDgi+5???===C--2arctang^-?Li^ 

Sbcnfo wirb biird^ Sfniüenbung ber jtüeiten gormcl 
beöfeften ^nragrap^eu 

y=C^— 2 arc lang l/lEf , 

tDofür man auc^ fe|en fann 






y = C— arc taog ^J_±f = C— awjtaB« i^i=£' 

1 — 



1+* 
Xiaraue »ttt> wie vorhin 

y=C_arclang- J=C-(| _ ,p)=C+^. 

§. 282. gRftn fann bemerfen, baf fid} baB Sntearal 
btt J)tfferentiarfunction 

auä) md) ber »ormel 5e6 §. 278 finben [äßt, wenn man 
barin fefct o=l, 6=0, c=— i. gjian pnbet artbaiin 
ben imaflinären SfuBbrui 

Um benfelben mit bem reellen «fnebrudP y = C+arc8in« 
ju üergFeii^en, ifl junäc^fl Rnr, bn^ man iit beiben ber 
wiOTürfie^en Sonfiante einerlei ©ert^ beifegen muf weiJ 
man an» beiben erhält y = C pjenn man «» =s o febt. 
Solfllit^ ifl . ferner . 



SiileQvati^fi irMltaiiakf tttttrtionctt* SIS 

arc sin x = ■ . '(a?V^ — 1 + Vi -— x^) 

ober 

welche ®lri(^utifl bem Xil. 9fbf(^nitte flcmftf i|l. 

§« 283. @6 fann einfad^rt [(feinen, jum 93e^ufe brr 
Sntedtation beS 35iffereutwlö 

, dx 



nit^t tXtoa eine fcet beiben Sranöformationen anjuiüenben, 
mli^t im §. 279 au9 eincinber gefegt trprbeii ftnb, fobatm 

Wefeö (Differential unmittelbar auf bie Sorm . ^ jus? 

rüJjufü^ren. SWan wirb ju bem @nbe fefeen 

dx 



dy = 



r c * c 

dx 



"""j^+iS- (f- iy 



dx 



1 r c~4e* 

Yi' 






trotjou baö Snteflral ijl 



y = C H ;;r=- arc sin 



4gS 
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ober 

y = c7-j — p= arcsin 



VT V4ac+b* ' 

!£)tefer nr ue VutörudF unterfc^eil^t fld^ mieber tion bm Rei- 
ben im §• 279 gegebenen nur buxä) tm S&tttf) ber iDid^ 
fürlit^en (Sonfiante, 

6benfo fann man baB 35ifferentifll 

, dsf 

dy = , 

jurütffü^ren auf - . , »ocon baö Sntegral im §. 280 

gegeben motben ijij jebot^ erljäft man baburd^ feinen ein^ 
faireren ffudbmd fär baB Sntcgrol^ al9 benjenigen bed 
§. 278. 



SBinoattfd^c .JDtffemttnrff. 

§. 284. 2Rit bem Flamen ber binomift^en Differenz: 
tiafe bejeic^net man bie S)ifferentialr bon ber fjorm 

£ 

dy = dx , aj^~* {a + 6a;*) *, 
mo unter a, b, m, n beliebige Sonfianten, bagegcn unter 
p unb q ganje 3a6Ien uerjlonben werben. 35ie SfUgemein- 
^eit biefer gunction toirb übrigens nid^t befdiränft, roeiin 
man aud^ m unb n aU ganje Baljfcn, unb felbfl tüenn 
man n aU pofitiü Dorau8fefet. 35enn eö bebarf immer nur 
einfacher Umformungen, um üon bem affgemeinen ^aUt jii 
biefem fperieffertu überjuge^en. 35ie nftc^fle Unterfuc^ung 
betrifft §ier bie tfrage, unter ttJelt^en ttm^änt)en ba8 m^ 
ftf^enbe ^Differential rational gemacbt werben fönne. 
1) SBenn maii fefet 

fo Wirb 



SntegvatioM ititMMialcr ffunctioiiai. 918 



Ulli) 5ad QtQtbttxt 'Sj^fmntial ttvtoanUlt ft(^ in 



H 



.^-1-^- */-/*- 



*-*'^('^y 



MB 

@8 tDtrb a(fo tati0n(t( toetbeti^ toenn — eine aiiiiie 3c^i)l ift. 

2) SBenn man ftjjt 

« -|- 6a?" 33S rr" <•, 
fo mirb 



1 
— t 



unb baS ßCßcOene ^Differential Dertranbelt jidj in 



:::-!-£— 1 



^''Oay ' ' 



a 



i9^5' 



68 lüirb alfo rational; »enn — |- - eine ganje 3a^I ijl. 

3)iefe beiben Säße {tnb bie einjigen^ in bennt man 
ftc^er fein faun, ba^ binomtfd^e X)ifferential rationaf }n 
machen. 

§. 285. ^ai) beni SorCjergefjenben fann man jebee 
3)ifferential integrireu^ welches bie Sorm 6at 

rfy=F[ar"^ (a+6a?«/, (ö+6aj«)\ {a+ba^)'' ,iz.]a^-'dx, 

M m, n, p, q, r, 9, t, u 2c* ganje 3^(^ii bebeuten, nnb 
F eine rationale Function ber in ben klammern eiit^ttenen 
®r5^en. Xenn bie gegebene Function mirb rational mer- 
ben, roenn man fe^t 



alt XXV. «if#irttt. 

^benfp fann tnnn \tba X^iferential intrgttren, Mi^a 

t)ir Wotm f)at 

r L L 

t)enn tiefes X)tferenttA( wivb rational, »enn man fej^t 

§. 286. SBenn ba9 Knomif(f)e (Differcnttal 

(tüo p je^t einen aStuc^ bejeiti^ntt) nic^t rational genwctjt | 
werben fann , fo fucfct man eö baburc^ auf eine einfad)CTe 
©eflart }u rebuciren , ba| man bie Sjrponenten m ober f 
Heiner mac^t 35ie Jftebuctionen »erben üermittefjl ber \ 
Sntegration burc^ Steile auögefü^rt, bereu SCBefen im 
§. 260 angejeigt irorben ifl. ! 

1) 93Benn m |)optiD ifl, fo oerfleinert man biefen gy- 
ponenten mie folgt 9}lan ^at (mit SSkglojfung ber @on« 
flante) 

y=/a?"-^.(ö-{-6iF»/rc«-* dx 
STber es ijt 

folglich wirb 

unb baraud enblic^ 

^ a^-^**(a+6j;*)y-^* ~(m-n) fl/(to.a?*"-*-*(fl+^jH>)y 
^ (m-f-wp)* 

^urt^ biefe ®(eid)ung wirb ba8 gefuc^te 3ntegra[ ab^änoig 



/ 
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gemalt von einem anbettn Sntegrale oon berfelbcn ©eflalt, 
in meinem ber@^ponent m— 1 um lAt 3cif)l n Heiner ge» 
morben ifl. 85ei fortgefefeter Sfniüenbunfl berfelben ®(ci* 
(^ung fann man btefen @^onenten um ba$ größte ÜMef«« 
fac^e Don n^ n^elc^ed er in ft(^ ent^ält^ Derfreinern. 

2) aBemi p pojitiD ifl, fo Derfrrinert mein biefcn &jc^ 
ponenten auf forgenbe SBeife. @8 ifl 

§fber bie üor^in gefunbene ©(eidbimg gibt, trenn man barin 
m in fn-\-n, unb p in p — t terhjanbelt 

fofglic^ totrb 

y ass: ■ , 

m-\-np 

SDlit ^ülfe blefer ®Ieid^ung fann ber Sjrponent p in bem 
vorgelegten ^Differential um bie größte ganje 3c(f)l, welche 
in i^m enthalten x% DerfTeinert »erben. 

3) SBenn ber ©rponent m negatio \% fo wrfÄ^ man 
ioie folgt. 9Wan ^at au8 ber erflen ©lei^ung 

folglich trenn man '-m-^n an bie ©teile t?on m fefet 

4) SBenn bergrponentp negatit? ip, fo ^at man au8 
ber jtt?eiten ©leit^ung 

folglidj wenn man — p + 1 ftatt p fe^t 
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TAt twiftebenden ®(eui^ungm föitnni mc|t gelnraiR^t 
toerbtn, lütmi man ^t m-}-np^t^O obtt m^ n^aO. Vin 
in Mefm betben SräDm foitn mon^ tote f (^ im §• 264 ge? 
jrigt ^at, bc^ binomifdbe (Dtfereotial tatiomd mai^en. 
$ru|ertem latin man bemerfen^ bof fe(b{( in ben 9^Den, 
too biefed XHffertntiaC rational ifl ober rational gemacht 
werben fann, bie ^nHoenhing ha gefunbrnm StebnctionS^ 
formein in ber Stegri baS einfod^ße 9ßitte( ift nm bas 
Derlangte Sntegral ju erl;alten. ©in a5eiff)iel bicfer 9frt 
fam fc^on im §. 273 cor. 

§. 287. Sffö ©eifpier fei mi) ba^ S)ifferentiaf gefleSen 

SDlan n?irb bie erfle ©(eic^ung bed üorigen ^ragtal^^en 
anwenben, in roefd^er man ju feteu^atm^Är+l, n=l 
p=— I, i=— I5 baburt^ lüirb 

S)nr(i^ mieber^olte tfnmcnbunfl fetsfclben SSerfa^end gf== 
tangt man langenfc^eitifti^ {ttle^t ^ bem £iffirRntia( 

dx 



ttjelt^eö unter bie in bzw §§. 279 k. be^anbclten Sälle gc- 
^ött, unb befTtn 3ntegra( man unmittelbar and §. 283 
entnehmen lärm, n^mlic^ 

^ I . 2j? — a 
C -4- arc sin , 



XXVI.Ittfi|ttitt, SMttftMltoBtfasf^etilmlergmidioiiai. ai9 



XXVI. 3titei|ftlioii bf? tum^n^beiäim SiuuHttwii. 



§. 288. SBenn ein Dorgelegted S)iftrmtial logarit^ 
mif^e Suncttcnen, trtgonometrift^e Functionen ^ ober tte 
Umfe^rungen 5erfe(ben in ftc^ enthält, fo ifi bie Sntegration 
in tnbliiftx obtx gefti^lüffener Sonn nur in einigen 6cfon« 
beten Säuen {u (eiflen. 

3unät^jl erfennt man, jufolge einer ber SBemerfungen 
&ed §. 262, baf, wenn ba^ Sntegral t^on f{x) d» bef annt 
ifl, man fobann aai:) fofort bie integrale ber fotgenben 
!£)iferentia(funttionen angeben fann: 

f{8\n x) cos X dx, f(co8x) sin x dx, 

fi/ ^ ^ dx Af • ^ dx ß . dx 

/•(arctangj?) j-p^, /l[arcsinar):p|=, /(arccosaj)-prj=r. 

3emer wenn baS Qtxiitn f eine algebroiff^e Function 
ierjenigen ©röjen anjeigt, meldte unter biefem 3eic^en ent* 
galten ^nb, fo fann mmt bie 35iffnentiaIfunctionen 

/(^) dx, /"(sin X, cos^) dx 
nlgebraifc^ ma^en, n?enn man in ber erfien e*s=»t, unb in 
fcer jtüriten sina?=< ober coso? = / fe^t. Sotgfit^ laffen 
biefe Functionen bie Sntegrotion ju, menn bie Function f 
rational ifl obrr ratimial gemod^t merben fann. !£)iefe6 
gilt anc^ bann nod^, toenn unter bem Functiondjeit^en f 
bie ®rbf en «im ix, sin ^, sin ^x, it. ober cos 2x, oos ^, 
cos 4a?; u. entsaften finb, weil bie @inud unb Gofinue ber 
oielfa^en SSOgt n bunl^ bie ^ote njen be& @tnuS o&er @oft« 
nud be9 einfail^en. 9ogen6 rational auS^ebrtttft toerben 
fönnen, xotl&jt^ ^ij unmittelbar au8 ber ajloit^re'fc^en 93is 
nomialfbrmef <§. 117) nad^weifen Ifi^. 



320 XXVI. «I^ftttitl. 

§. 289. @d la^t ^i) anä) jeigen, i)a$ bie tranfcenben^ 
ten S)iffetftttia(fuiictienen ^utoeilni integttrt mxbttx f&nnen, 
»enn jie unter bie gorm faffen 

PzTda;, 

too P eine algebraifc^e ^mction bebeutet , z eine tranfcen=^ 
beute Function, bereu CDifferentiafüer^ältnif ber erfhuDrb- 
nung algebraif^ ifJ, uub n eine pofltiDe'ganje 3a§I. S)ie= 
fer »dH tritt j. 85. ein, »eun man ^ai z=l.f(x) ober 
jBssarctang/'(a;), uub jugleic^ /"(ir) eine algebrrtifc^e fhinc^ 
tton ton X ifl. 

Denn menn mau auf jenes (Differential bie Sutegra^ 
tion burt^ S6eite anmenbet, uub jr*r.P=0 fefet, fo 
fommt 

ferner wenn mau /^•9^ = Ä f^fc^ 

ferner menn mau fdx.R^^S fe^t 

uub fo fort. @iuen etmad abn)ei(i^eubeu 9Beg »irb man 
einjuft^Iagen ^aben, menu ber ©pponent n negatiD ijl. S)ie 
^ufinbung bed üerlangteu Stefultatd l^aftet fcfy(ie|It(| an ber 
S3ebiuguug; \>a^ bie mit Q, R, S, 2c. be)ei(j^neten ©röfeti 
in eublic^er e$orm muffen angegeben totxbm lönnen. 

§. 290. @iu einfaches SBeifpiel )u ber üorigen Dpera^ 
tipu bietet bie Sutegraticu bt^ 3>iffereutiale 

dy = dx.ihy, 
tooxaiiB, wenn n eine pcfttit^e ganje Ba^I^eutct, 



Siitesratttti tamfMUbenttt 9tmtH9ntn. 931 

Dbcr tücnri flegebeii ifl 
fü fommt 

§. 291. I)ic Sntegration bur^ ^;ci[c gibt iiuf bie^ 
felbc SBeife ba8 Sntegral üon 

dy =^ dx, ac^e'^. 
SJlan ^at nSinlit^ 

mithin burd^ S3Jicbcrr;oIuTig berfelben Umiranbfiing 

9fuf äßnlidje 2Bcife finbet man 

, r« n(n— 1)(«— 2) , "I) 

I dx.a^sinaaf=^C jcosarl 1 rV" +^^' 1 

[n «(II— 1)(ft— 2) , "l)- 
ax a^x^ • J) 

§. 292. X)ic Sntcgration bur* %l)(\U gibt ferner 
idx.e^ cos 6j? = ^ + - rdx .e"^ sin Ja? 

/rfo? . e^ sin Ja? = ' 1 dx.e^ cos 6a;, 

unb au8 biefen beiben ®Ieicf)nngen ertjnlt man 

IRaüicr, JDfflr.- unb ^utegralr. F. S3anb. 21 



an XKVL «Hi<i«Mt. 






da;, e^ COS bx =C+ ^^^^^+y'"^^ e^ 



3)ie Äcnntniß biefer beibcn Sntcgrale gepattet aud) 
bic Sntegration ber Differentiale da? . a^ c^ cos Ja? unb 
dx.a^ e^ sinbx auf bemfelben SBege, »eitler im vorigen 
^aragrapl^ert eingefci^fagen würbe, 

§. 293. SBenu bie S^ifferentiate, mldjt tranfcenbente 
gunctionen enthalten, ni^t in enblii^er gorm integrirt tüet:= 
ben fönnen, fo fuc^t man jte »enigpenö oon einfacheren 
Functionen abhängig ju ma^en. Unter ben Stebuctionö^ 
formein, welche man ju biefem 3itJedfe anwenbet, jinb oor- 
jüglic^ biejenigen ^erüorjui^ebcn , totläjt baQ (Differential 
betreffen 

dy = dx, sin a?" cos a^, 

WO m unb n beliebige pofttiüe ober negatioe 3a^Ien bebeuten. 
3unä(6jl fann man bemerfen, lia^ biefeö !l)ifferentia( 
ji(^ leidet auf bie binomif^en Differentiale jurüdffü^rc n fä^t, 
welche in ben §§. 284 k, be^anbelt worben fmb. 3)enn 
man i^aX 

n 

dy == da;. sin a?" (1 — sina?«)> , 
unb wenn man fobann 8ina?=^ fefet, fofglit^ dx = —^ 
fo wirb 

dy^=dt,ir(l — t^) » . 

hierauf fann man unmittelbar bie 9tebuction9formeIn be8 
§. 286 anwenben. ga ifl inbeffen einfacher, mit bm ge^ 
gebenen Differential fefbfl ju operiren. 

1) SBenn ber ejrponent m poptiD ip, fo tjerfleinert 



Stttrgratioii titi|kmbaite ffunM^ntn. tSM 

nmn tiefen igjcpemnUn o^ne n jtt vixffA^txw, in^em mnit 

y = / sin af*"* co» ä^ «in x dw, 

S^arauft tüirb 

— r-j • H ri ldx,sinar cos"^ 






Sin X COS 



-^ 1 — _ [ jdxMnaf* 'cosa?"— y] 



n+i 
unb [jierauö erCjftIt man für y bcn ©ert^ 

/'j • .^^ -^ sinj^^* co8**+* , m— 1 A . -|_, 
dx.8\naf^osaf^ ^^ -f-^j^Jdx.smar cosaf". 

2) SBetin ber @^ponent n ()o{ttiU ifl, fo Derffetiirrt 
man biefen @^ponenten c[;ne m }u üergrO^ern, inbem man 
auf a^nlic^e SBeife bie ©leic^uiig eattuidert 

ldx.smaf*eosaf^Ba— 1 ^ r- IdxMnaf^coM^*. 

3) äBenn bet @^t)onent m negatii? i{), fo jie^t man 
aus ber er^en ber gefitnbeneit @Uid^unQtn 

unb wenn man m in — m + 2 umttanbclt 

/, cosjr»» co8a?*7"* . m^ n-^2 r, cosa?* 

^•^STJ»*^ <m— l)sina?~~* '^^^-T^J 7ina:*— •' 

4) 2Benn cnbfidj ber ©jrponent n ntflatiü iff, fo erljäft 
mau aue bet )meiten ®(ei(^ung 

I ic.sina^coM? = — r i - ^_^ jdxMXkarc^sa^'y 

unb meun man n in — n + 2 ücrtwanbelt 

A, sina:* , sin J?"^* , n — m— 2 /*, sina;* 

/ dx . ^= r H ^« / «a? . ;. 

J cosar* (n— l)co«a:"~* ^~» */ t-osa*^' 

21* 
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§. 294. ttntct btn ecfonfccrcn mütn, mltift in ben 
Dorfle^enb gefiinbenen ©Icit^ungen entsaften ftni, ücrbicncn 
feie folgenben ^erüorflc^oben ju toerbcn. 

ax.8inar[= 1 dx.sinx 

m * m J 

dx.cosx^ — - ^ 1- — - / ifo.cos«* * 

/ dx C08 3? m— 2 r dx 

sin 3F ~ (m-l)8iiia?"*~* "^ m-ij gin s«-« 

/djT sini; ^^n — 2 /* dir 
cos af ~ („_ l)coßj^* *" «^ J cosa;»"« 

§. 293. S)urc^ bie Sftebuctionöformeln beS §. 293 
»irb bic Shtegration bcr 35ifferentiale t)on ber Sorm 
ite.sinic« cosa^ immer öb^ängig gemacht üon ber 3ntc^ 
gration anberer ä)ifferentiare t>ou berfelben gorm, in benen 
bie (gjrponenten m unb n nic^t über 1 unb — l.f)inai\B^ 
ge^en. Unb menn bie ejrponcnten m unb »i po[xt\t>t ober 
negative ganje Bal^fen fiub , fo fü^rt bie Sntegration bt^ 
vorgelegten ©ifferentialö fd^Iiepfii^ immer auf eines ber 
neun ^Differentiale, beren Sntegrafe ^ier fofgen, ' 

Jdx = C-^x ldx.sinxcosx=C'\-^sinx* 

/dr.«nx=C- C08X f^-^^c+lt»ngs 

jdx.co%iB=C-\-s\nx jds. lang x=:C—l cos m 

y(rir5==^+^'*°?| Jdx. cot x=C-\-laiBX 
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^(fo fann man in allen Säuen, tuo m nnb n ganje 3a^(en 
fmb; i)as Sntegral &f8 in Äebe fle^enben CDifferentialö in 
gefc^Ioffener Sorm barflellen. 

äJlan fann noc^ 6emerfen; 5ap ftc^ 5ie S>tferentia(e 
tiefer Sfrt ani) babxixi) integriren laffen, baj^ man für 
sin a?* unb cos o?* i^re Sfudbriidfe fcurci^ bit @inu0 unb 
(Eofinuö bea SBoflcnö x unb feiner SBielfat^eu fejjt, »efc^c 
in ben §§. 136 k. entwiielt »orben ftnb. ®ttfe SfuSbrüifc 
geben eine geft^Ioffene Sfnja^I Don ©liebeni, fobalb m unb 
n pojttiDe ganje 3a^Ien finb. 

§. 296. S)a ba8 Sntegral t)on 

dx.sinx^ cosd?" 

in enb(id;et f^orm bargefleSt luerben fann, menn m unb n 
flanje 3a^Ien jinb, fo lä^t fi^ mit §ülfe beS ©erfahrene. 
mlijtp in btn §§. 291 tt. angemanbt morben ifl, in g(ei« 
(^em ^aUt awi) ba6 üDiferenKal integriren 

dx.üE^ Bin a^ cos a^, 

»0 p gleic^falllö eine ganje 3a^I Gebeutet j ober no(^ affgers 
meiner ba6 ^Differential 

daj.Fsina^coso?* 

wenn man unter P eine rationale unb gauje SuncHon üon 
X terflel^t 

3)ie Differentiale üon ber Sorm 
dx . P . (aresin j?)* ober dx.P, (arc cos a;)" 

laffen pt^ auf bie üorigcn juri^tffft^reU; ujenn man fefet 

x=8int ober a? = cost 
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XXVII. Stttegtattoti bnr^ Stetigen. 



§. 297. 3m ^Koemeiueu famt \tbt f^uitctioii in eine 
9U\f)t ent»i(feft werten, weft^e \u\6} ganjeit ^oteiijeu ber 
ttiirtfi^angigm aSeränbetfitfyett geortnet iP} mib babut* 
wirb man in bm (Stanb gefefet, ben Sfiiabnirf fl'ir fca3 
Sntegral einer gegebenen 3)iiferentiarfunrtiüu unter brr 
nämlichen gorm barjufleiren. S)enu ba man nac^ §. 81 
im allgemeinen fjat 

fü fofgt unmittefbar 

wo C bie wilTfürric^e Senpaiite bejeit^net, wel^e ^injuge- 
fftgt imbcn muß , um bm Sntegrale bie nbtljiße Mgc:: 
meinl;eit jn geben. SJiefer Sfngbrndf beö Sutegrart //(ir) 
burc^ eine 9tei[;e fann üi allen g-Äffen angewanbt werben, 
Wo biefc 9lei[;e conuergent ip, 

SJlan fann überbiee bemerfen, ba^, wenn &ie 3}ei6e 
coni}ergirt, wefdje bre (gntwidferiing üon f{x) barfieKt, fo:: 
bann um fo me[;r biejenlge eiei[;e, welche bie gntwi Jefmifl 
vvnff(a;)dx gibt, couüergiren wirb. S^eun bie (gntwicff^ 
fung t>o\\ f(x) fann nur bann couüergiren, wenn für alle 
8Bertf;e Don x, welche jwifcbm unb x entfjarten ftn5, 
ba^ ergäujungsglieb (§. 86) 

2.3.4...(A ^ 

Heiner wirb ate jebe gegebene ®röße, wenn man bie 3a[)l 
[X unbejKmmt warfen Ifißt. ®a fei nun Q ber größte 
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SBert^ btB SactorS ^\\ , fo toxxb, totmx fcic gcnaiuite 
Sefeingiing crfüOt ijl, fciefefbe «ik^ für Me ©rößc 

flattfinbcn, ittib folglich um fo me^r für bdS 6rgat!}iinö8* 
glieb ber ffteifje, welche ba8 Sntegral barjlellt. 

§• 298. SBcnn bie Sunctiou /"(a?) flc^ in einem ber 
^it6naI;mefA(Ie 6efinbet, n^elc^e in ben §§.88 2C. angejeigt 
lüorben pnb, b. f). trenn bie (Sntwitfeinng biefer Snnction 
gebrochene ober negntioe 5)otenjen t?on x entt^aft, fo fann 
man biefe ®ntiri(felung gfeid^fntlö bennfeen, nm bm SfuS^ 
brnd be8 3ntegralöj/'(ir)rf;r bnrc^ eineSteitje jn erljalten. 
S)iefe aieitje mirb fobann, fo lange fte conoergent ifl, jnr 
nnmerifc^en ©eret^nnng beö 3ntegral9 blenen fönnen. 

§. 299. 5)ie 3ntegration bnrdj 9lci[)en iji anmeiltn 
ber einfac^fte SEBeg, anf treltbem man bie gntmitf einng einer 
Function nac^ fteigenben ober fattenben ^otenjen ber un^ 
a6[)ängigen SSeränberli^en erhalten fann. 

ajliin tjat j. S3. 

folglich 

35ie nnDfütlid)e Eonflante C \\\\\% fo teftimmt werben, bc{% 
bie Dürpel}enbe ©fei^nng fi\r einen gemijfen gegebenen 
SSett^ oon x befleißen bleibt 9litn loirb für a? = bie 
linfe ©eite ber ©leidjung jn 9lnB, nnb bie gieilje auf bet 
refften (Seite ber ©leic^nng tcrfi^winbct gleid^faBS, Solg^^ 
lic^ mnß C==0 fein, nnb man t;at 

n}ic fc^on im 8- 102 gefnnben lonrbe. 
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§. 300. flian ^at auf tiieftCöe SEBeife 

d, arc lang J7= rj~j=rf^ (1 — a:* -f- j?* — a?« + ^0/ 
unb ba 5ie Sonftante ju ?luff rüirb, fo fommt 

j?s jr* a:' , 

Wie im §.110. fflku wirb bemcrten, baf bicfe Steige nur 
conoergcnt ifl, fo lange a? bic gin^eit lüc^t übertrifft. 68 
läßt jtc^ inbeffen audj eine3lei[;e tjerfleHen, weld^e im ®c- 
flent^eil conüergcnt ifl, fobalb a? bie ©in^eit übertrifft, wenn 
mau nämlidj fefet 

irorauS folgt 

arc lang a;=C f-Tr-r — vr + vr-»— ^^v 

unb ba ber SBertt} ar = co biefc ©leic^ung üerwaubelt in 
—=(7^ fo ifl bamit bie Sonflante befJimmt, unb man ^at 

arc lang a?= ^r h^-* — F::i+^5^ — ^f- 

X>iefe Steige beflfct ©üttigf eit, fo lauge x jwift^eu 1 unb 00 
t\\Ü)(A\tn ifl. 

§. 301. CDie ©lei^ung 
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flibt nuf biefefbe 2Beife, itibem 6er fSktiij bn Soiiflnnte 
äluQ tt?ir5 

, 1 a?» , 1.3 ar» , 1 3.5 a?» , 

Sefet man ^icrin a?=I, fo f)at man für 5ic 3a^I it foU 
öenben WuSbruä 

— —14. 11 1.1:? 1 I 1-3.5 1 . 

2 — ^"T 2 3 +2:4 5 ""2.4.6 7 i" "* 

§. 302. aRan fann bie (SntmidCelung eined gtfiiii^teti 
Sntcgrafö / f(x) dx in eine Steige ni^t bloj babnrt^ er«: 
galten, ha^ man bie Function f{x) wai) ^otenjen ton x 
cntmidPelt, wobei man nur ©lieber üon ber Sonn ax^dx ju 
integriren befommt, fonbern auc^ inbem man bie Function 
f{x) juDor in jn?ei Sactoren jerlegt ober fie unter bie ?5orm 
(p(a?).^(ir) bringt, unb barauf einen biefer gactoren, j.95. 
^(a?), in eine Steige entlritfelt. Die ©liebet ber ^xAxoxät^ 
lung, tot\&iz integrirt werben muffen, \:)obtn alöbann bie 
©eflalt ax^(f{x)dx, unb eö ifl mithin notl^toenbig , ba^ 
bereu Sntegration bur^ bie belannten 2Jlet§oben auöges: 
fü^rt werben fönne. 

©ö fei j. ©. ba& J)ifferential gegeben 

. dx 

^ Yiax — a:») (l — bx) 

fo gibt bie gntwitfetung beö gactorö (1 — M""* iu eine 
Sleilje 

Sebes ®Iieb ber 9leif)t liefert ^ter jitr Snteflratlon ein 
55ifferential »oti ber Sorm J''^ ^^^ , wetd)e6 6ereit9 im 
§. 287 betrachtet worben i^. 
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§. 303. Um rtti 6tn SBegriff t>t8 3uteflraie wieber m-- 
iurnüpfeii, fei A6er^au|}t 

irjenb rine SMffcrentiiiffmiction btx fficränfterlic^en a?, unb 

baö 3nte(jra( biefcr 2)ijfcrcntinIfuiiction, ober bicieniflc 
Suiution, au8 bereu ^Differentiation f{x) dx ala (Differential 
fierüoröeljt. SÜRan ^at fobanu bie S3ejier;un9 

d.F{x)=f(w)dx, 
^ ober noi) aSgcmeiner 

ito C? eine oofffommen willfürlit^e Sonf^ante bebtutet. Unb 
bie ?fuffn(^«n(j ber Function F(a?) aM btx 3)iferentiiif= 
function f{x) dx, njenn biefe gegeben i^, (ttfdiit^i burt^ 
^üffe berjenigen SWet^oben, wie in btn oorigen ?fbf(^nittcn 
au8 einanber gefegt loorben fmb. fferner f)at [xij in ben 
§§. 255 2C. gejeigt, ba^ eine fjunction immer betrachtet 
n^erben fann mie bie @umme einer unenbüd^ großen Wn^ 
jal)l oon SBert[;en i^re6 Differentials. ®o ftellt alfo ber 
9fn9brn(f 

iiKgemein bie ®umme einer unenblic^ großen Sfnjaßl oon 
SBert^en btö Xifferentialö fix)dx bax. @o lange bie Son* 
^ jtante C nnbeftimmt bleibt, fo ifl berjenige Söertl^ Don x, 
mit mefc^em man bie ©ummirnng ber 35ifferentiale beginnt, 
gleic^faDd nnbeflimmt^ nnb n^aa ben SßertC; t?on a? betrifft, 
^ mit njetcfeem fit^ bie ©umme f^Ueft, fo ift berfclbe ibentifi^ 
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mit 5emieuig€n SEßrrtI)e biefer akranberlic^rn, weld^er unter 
htm tlfunctiottSjeic^en F ße^t. 

9iiin 0i6t e6 eine nii^t flerinfle Änjn^l tüit^tiger Unter:» 
fu^ungen^ meiere bxt ^Tngabe ber Summe einer unenblic^ 
großen 9inialjl t>on SEBert^en eines gegebenen «S)iferentinr9 
in \t}Xijtv SBeife forbetn, ba^ biefe @Himme oon einem ge« 
iviffen SEBert^e Xq Don or, t>on tveld^em ouSge^enb bie ciuf 
einnnbcr folgenben ©ert^e bed CDijferenttdld ju einanber 
abbirt tt^erben fcDen, bid }u einem mbtxn SBert^e i?» biefer 
Seränberlic^en genommen wirb, übet welchen ^inmis eine 
«bbition ber SBert^e beö Differentials nitfet njeiter Pnttfins^ 
l)en foQ. SJliin be|ei(^net biefe ®umme mtf eine aOgemeine 
SBeife fcurt^ 






/•(ar) dx, 

inbem man unten an b«s 3eld)en / ben SBert^ ber SSer* 
8nbern(!^en fe|t, mit loelc^em bie ?fbbition ber S)ifferentiars: 
irert^ ju beginnen ^at, unb oben an biefeS 3eid^en ben- 
jenig eu Sßert^ ber SBerSnbrrl^en, mit welkem biefe Sfbbi^ 
tion abbricht SDlan nennt biefen ?fu6bru(f ein beftimm« 
ted 3ntegral, toomit man fagen toid; ba^ ba& 3ntegra(, 
ober bie @umme ber (Differentiale, jwifi^en beflimmten 
©ränjen genommen fei 5 d:© iP bie untere ® rein je unb 
a?« bie obere ®ränje beö Sntegralö. 3)ic bepimmten 
integrale bilben überbieS, toit ^ii in ber Solge }eigen 
mtrb, eine neue ®attung t^on Sunetionen, beren Wnmen:: 
bung fe^r auSgebe^nt if^. 

SEBitt man für bie in Rebe flebenbe Summe einer 
unenb(i(^ großen ^n;a[}( oon acßert^n eines gegebenen 
J)ifferential9 /'(x)rfj?, jh)if(!^en btn ©ränjcn a?o unb s^ 
(genommen; einen auali^tift^eu 9fu8brn(f t;abeu, fo ben?t 
man fid) bat SnteroaH Xo, — Xq in n in gleiche a:i)e4fc ge- 
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t^eUt; in))tm man ar«» *- jr« = it Ao? fe^t; unb bittet bie 
@umme 

. . .+/i[a?o+« ■* 1 . Aa?) Aa?. 
3)er ©ert^ biefeS SfuSbrutfa wirb offenbar bcr flefu^teu 
©umme einer unenblid^ grcßen Sfnja^I tjon SEBert^en be8 
flegebenen 3)ifferentialS im aHflemeinen um fo nä^er fom* 
men, je größer man n unb je Heiner mau folglich Ar an- 
genommen ^at ßäßt man alfo n o^ne Aufhören mac^fcn 
unb folglich gleit^jeitig Ao? o^ue tfuf^üren abnehmen, [o 
I)at man 

"/(a^)<ir=lim.[/(afo)+/(a!o+/Lr)-|-/(*o+2A»)+/(*,+34*)- 



Xa 



. . . -\-f(jPQ +«—1 . Lx)] A^, 

WO ba& 3ei(i^en lim fid^ auf ba^ unenbliti^e SBai^fen m\ 
n, unb mithin a\i6) auf ba6 gleic^jeitige unenblid^e B' 
nehmen üon Aa? besiegt. S^iefe ®Iei(^ung enthält ben 
gefüllten anaft;tif(i^en 9fu6brutf, unb fann mithin mie ÜDe^ 
pnition beö befHmmten 3ntegral$ angefeljen merben« 

3m ©egenfa^e ju ben befHmmten Sntegralen bejcii^net 
man oft mit bem Flamen eines unbeftimmten Snte^ 
grata ben'SfuSbnitf 

C + F(x), 
bcffen ?fuffuc^ung ber ©egenfianb ber vorigen ?fbf(^mtte 
geroefen ip , unb ber bloß auf bie attgemeinfle SEBeife bcr 
ffiebingung genügt, ben ?fu8brudE f(jT) die ju feinem S)iffc^ 
rential ju ^abenj ober ber bie ©umme ber SBert^e tiefes 
(Differentials, t?on einem unbeflimmten SEBert^e üon x miS- 
ge^enb, bis ju bemjenigen roittfftrlit^eu SEBert^e barjleHt, 
welchen man biefer 93eränberlid>en in bem 9fu0brurfei^{^) 
beilegen will. ®8 ifl inbeffen im allgemeinen triebt, t?on 
ber ^enntniß beS unbejHmmten Sntegralö eines üotijdcj]' 
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ten ©ifferentinrs ju bcrjenigen fce6 bejümmtcn Sntegrala, 
in S3ejug auf böSfetbe ^Differential, xinb jtrift^en beliebig 
fejlgejlettten ©ränjen genommen, überjuge^en. ©efet ma» 
immlicfy x=xo in bem StuSbrucfe C-^F(x), fo f)at man 

C + Fixo), 

worin bie @umme atter SBert^e beö 35ifferential8 f(x)dx 
Den einem gemiffen iiubeflimmten äQert^e bed s bid ju bem 
äßctt^e x = Xfi auSgefpro(i^en fiegt> unb fefet man, o^nc 
bie Sonflante C ju änbem, in bemfefbeti Vudbrude x = x^, 
fo i)at man 

C + F{x^), 

womit bie Summe ber SBJertf^e beSfelben 3)ifferential§ t>on 
bem iiämlid^en nnbeflimmten SBert^e beö x bis ju bem 
SBcrt^e a? = a?«> auSgebrüÄt h?irb. 2)ie 3)ifferenj biefer 
beiben $[u6brütfe, nämlic^ 

F(a?«) — F(xo) 
Pellt alfo biejenige (Summe ber SBert[;e be9 in Siebe flehen* 
5en ^Differentials bar, wefd^e t?on bem SGBert^ea? = a?o aus- 
gebt unb mit bem SBert^e x=x^ dbbric^t. 

?fu9 biefer löetrat^tung wirb man fc^fießen, ba^ bie 
@Iei(^ung 

d.F(x)=f{x)dx 
jur Solge f)at 

"^({x) dx = F(xud — ^(*o) 

b. f). ba^ man ben SBert^ eines befiimmten 3ntegraI8 flu- 
bet, wenn man biejenigen beiben SBerttje beö unbeffimmten 
3ntegral8 Don einanber fubtra^irt, toclc^e ben beiben 3nte* 
grationögraujen be6 beffimmten 3ntegral6 alö SBertfjen 
ber unabhängigen SSeränberlic^en entfpred^en, 

§. 304. gö ergibt ftc^ au8 bem Sorfie^cnben , ba^ 
man ben numerif^en SBert^ einea befiimmten 3ntegraf8 
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f(s)dx kiä)t mirb aufleben fönnen, fobalb man oie 

BuncHon F(x), beten 35if erential f{x) ix ifj, enttüeber in 
ßffc^rojfener gorm ober ale conuergirenbc Jftet^e bariiifhUen 
üermag. S)a biefeS jeboc^ nii^t immer möflüdb 'x% fo wirb 
man in foli^en gäffcn genöt^ißt^ ben in Mcbe ile^enben 
numerifc^en Söertt) bxxxi) Stä^erunflSmetl&oben jn berechnen, 
ttJelc^e in ber ?5olge «jerben ana einanber flefefet werben. 
9f6er auc^ felbji bann, wenn bie Function F{x) in enblic^ei: 
gorm barfleübar ip, flibt man ^änpfl ber Sfnwcnbung Don 
Slä^erungSmet^oben ben SSorjug üor ber birerten Sfuf- 
fuci^unfl biefer Function. 

@ine 9lä^erunfldmet^obe ber einfad^flen STrt tann man 
fci^on l^ier angeben, wenn man beachtet, ha^ ber 93egrif 
eined beflimmten Sntegrald nad^ bem Obigen ^etd bie 
©leic^ung jur Solge ^at 

mdx=\\m.[f{x.)+f{xo+l^)^f{xo'\'2^^^ 

• • • 4-/(^0+«— 1 . Ao?)] ^x, 

wo ar« — a?o = «Aa? ip. gaft man nämlie^ taS 3eic^en 
lim ^inwcg, fo wirb ber . ?fu8brucl anf ber xtä^ttn ©eite 
biefer (Steit^ung im SfUgemcinen befto nähere SBJert^e für 
baB befHmmte Sntegral liefern, je größer man bie 3a^r n, 
b. f). je Meiner man ben nnmerifc^en SBert^ üon Aa? an^ 
nimmt. *) 



*) Go j. 9). flntrt man Iri^t bur^ unbrjlimmte SHtegration 



y* dx _Ä 
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Sibrt bie oingc ^ormcl titfett, «Kim »an j. JB. n=S fett 
«to A , 1 , 1 , 1 I • « \ i 

= 0,83... 
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9tn^nbtm folgt an$ bernngeieigten S)ar{leDuugBtteife 
tined beJHmtnten Sntegrnid, baf man badfelbe jebetidt in 
eine @uinme oon meisteren befhmmten Siitegralen, tptlije 
^ auf bie nämli(^e S!)iferentia(function be}ie^en^ t?trwan:? 
be(n fami, inbem man bad 2iitteruail ber gegebenen 3nte:« 
grationSgränjen Xo unb o;^ turc^ @inf(^iebung t)on neuen 
SBert^en a?i, a?,, it. ber 5SeränberIi(^en a? in jmei, brei, 2c. 
3nterüaEe jerlegt. @0 ^at man 
y^ip« /"oTi /*a?« 

/"ar« /^jr^ rx% Px^ 

f(a;)ds= I f(ai)dx+ I fix)dx+ 1 f(x)dx, 

u. 

toie {id? leicht burc^ bie ibentifc^en ©leid^ungen 
F(ar«) - F(a?o) =F(^|) - F(a;o) + F(j?J — F(a?i), 
F(ar«) --- F(a?o) «= /^(aJi) - F(a;o) + l^(a?0 — F(j?i) 

2C. 

na^treifen läft. Die ©ert^e x^, x^, 2c, fönnen Übrigens 
mi) au^er^alb bed 3lnterDaDe8 Don x^ unb ar» (iegrn. 

9[I6 einen befonbertn gaU fann man bemerfen 
f{x)dx = - I f(x)dx, 

Xo J ar« 

b. ^. ed fommt auf baSfelbe C}tnau8^ ob man hoA SSorjei:' 
l^en eines befBrnrnten Sntegrald änbert, ober bie ©ränjen 
)esfelben oertaufc^t. 



oU angenä^etlen ®ert( ton •^. 2)irfer SS^ert^ i9Art< gciMiirf 

4 

getoprben. feilt, itrnn man fftr n etnr drö^rrr 3a(( a(9 5 angr» 
nommctt pttf. 
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§. 305^ (Seomettifc^e »etrat^tunflcn fönncn miebcr, 
wie früljer, bajufcicntu, bie gewonnenen SRcfuItatc anft^mi* 
U(^ ju ma^en. aJlan ne^me, wie im §. 256, bie SSeraii- 
berlid^e ,x jur 9f6fciffe, unb bie Function F{x), ober aöge- 
meiner C-^-Fix), jur Drbinate einer Surue, ©in 6elie= 
bigeö 35ifferential 

d[C'\-F{x)\^f{x)dx 
biefer ?5iinction peüit fobann bie unenbfid; Heine 3und§me 
bar, wefc^e bie Drbinate erleibet, wenn man Don ber 916- 
fciffe X jn ber Sfbfciffe x-^dx übergebt S)ie Summe bip* 
fer Bunafjmen ber Drbinate, über alle SBert^e t)on x auö- 
gebel;nt, welche fttfe t?on einem gewiffen SBert^e a?o Kö 511 
einem anberen SBertI;e a?« erfkedcn, iji nai^ bem Dbiflcn 
einerlei mit bem beftimmten Sntegrale 



Xa 



f{x) dx. 

Xq 

CDiefetbe Snmme bebentet aber augcnft^einlic^ bie ®efamnit== 
junaljme ber Drbinate, weldje Don bem SEBert^e Xo ber Sfbfciffe 
bis ju bem SBert^e a?« berfelben fiatttinbet, b. ^. bie 3)ifffreni 

F{xJ) — F{xo). 
*2fn bemfelben Silbe laffen ftt!^ auc^ bie SSetjauptungen 
am ©c^Iuffe be9 oorigen ^aragrapljen leicht nac^weifen. 

§. 306. 35ie obige Oleic^ung 

f{x)dx^F{xu:)^F{xo), 



^0 



in weId?erF(a?) ber ffiebingung d .F {x) ^ f{x) dx ®z\\nt 
leiflet, barf übrigens ncbfl ben an8 it;r ge jogenen Solgerun^ 
gen nic^t anf bie SäHe übertragen werben,, wo für einen 
aSert^ Don x, ber innerhalb ber 3ntegration6gränjen j?o 
unb x^ enthalten ifl, bie ?5unctionen f(x) ober F{x) im- 
enblic^ groß werben» ®enn fd^on bei bzw ^Betrachtungen 
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§. 255, aus benen l^erüorging; baß baö Sntcgral immer 
bie Summe einer unenblit^ großen ?fnja]^l tjon SGBert^en 
bc8 2)if erentialö barjlettte, mußten biejenigen Sciffe au6ge:= 
ft^Iojfen merben, njo bie in Siebe pe^enben fSunctionen uns= 
enblic^ große SEBertI;e annehmen. 

t Söiff man übrigens ben Söert^ eines bejHmmten Sn^ 
tegrats / fiai) dx jtnben , mä^renb bie Function f {x) 






für einen getüiffen innerhalb ber 3ntegrationSgränjen lie^ 
genben Söert^ x=a unenblii^ groß wirb, fo fann man 
M Sntegral in ycozx Steile jerlegen, uon bcnen ber erfle 
mit bem Sßert^e a? = a — - fx ft^Iießt unb ber jweite mit 
bem SBert^e x^a-^-v anfängt, b. ^. in bie 6eiben bf- 
jlimmten Sntegrale 

f(x) dx unb I f{x) dx. 

§ier bebcuten |li unb y jmei 3a^Ien, bereu SSorjeic^en mit 
bemjenigen ber ©ifferenj x^ — x^ übercinfHmmenb genom* 
mcn merben muß, 8äßt man nun |li unb r me^r unb 
mc^r abnehmen ^ unb betrat^tet bie ©räuje, ber babei bie 
Summe jener beiben Sntegrale p^ me^r unb me^r nä[;ert, 
fo ^oX man hin gefuc^ten Söertt;. ffaHS. e8 aber eine 
fofc^e ©ränje uic^t gibt, fo ifl ber SBert^ beS vorgelegten 
Sntegrala entroeber unenbric^ ober unbefHtnmt. 

^e^ntiic^ \)oX man ju üerfal^ren, n:)enn es jirifc^en ben 
beiben ©räujen a?ounbj?«» jmei ober mehrere SEBert^e gibt, 
für xczM^t fips) unenbfidj groß mirb. 

§. 307. SSBenn man für bie SScränbcrnd^e x, welche 

jtc^ in einem befKmmten Sntegrale / fipc) dx unter bem 



J H 



3ntegraljeic^cn befinbet, eine neue SSeränberlid^e einführen 

Silaöiet, 2)fff.- unb Stitegralr. «anb. I. 22 



■'^-» 
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/" 2. 

■ 2- x^*^^- z "^itt^ fö "Püffen ju gleicher 3eit bie SntcfltQtiongfltänjen 

ö " fllcitj^fattö eine ^enberunß erfolgten, in folr^er ®eife bnp 

^ . babei bie abfolute SScbeutung berfelbert beibehalten wirb. 

\^ iti -^ ®ö f" ' ^" ^^"^ SBeränberfic^e, weli^e mit a? burd) bie 

> ^^/v "^ ®[ei(i^unga;=(p(0 im Sufammen^önge jle^t, fo wirb man 

'"-^ ftntt dx ju [eben haicn ^^ A5 unb flatt Xo unb^ o?« 

; ^ - ^, möffen afö 3ntegration8granjen jefet biqenigen SBertbe üon 

f gefefct werben, meiere refp. au8 ber SfufTöfiing ber ®[ei= 
jungen xo=(fit) unb a?«=<p(0 l^erDorge^cn. 

§. 308. S)ie S3etrfl(i^tung ber bepimmten Sntegtöle 
fann angemanbt werben^ um barauS bie Sat;Ior'fc^e ffteibe 
l)erjuleiten, unb ftibrt ju einem bemerfeneroert^en 9f uöbrude 
für btn 9tejl ber Steige, weld^en man Dema^Iäffigt, wenn 
man bie entlritfefung mit einer befHmmten 9fnja§I üon 
©liebern abbricht. 2Jlan ^at nämrid^ nac^ §. 303 für {ebc 
Function f{x), welche jwifd^en benSBert^en x unb x-\-h 
ber SBeränberlic^en continuirlic^ bfeibt, bie ©leici^ung 

riaf)dx, 

worin f (o?) ba^ ©ifferentialüer^ältni^ ober bie berioirte 
gunction ber erjien Drbnung oon ber Sunction f(x) htbtn^ 
tet. 91un fann man in bem befKmmten 3ntegrale auf ber 
rechten ©eite biefer ©lei^ung fjatt x fefeen x-^-h-^^t, tco 
unter t eine neue SJeränberlic^e !?erflanbeu werben foH, unb 
baburc^ oerwanbelt fxä> bicfea Sntegral , mit 8lüdE|t<^t mif 
ba^ im torigen ^aragrapljen ©efagte^ in 

- / dt.r(x+h^t), über I rff.f (a?+Ä-0. 
fo ba^ man ft^reiben fann 



f(x-{-h)-fix)= f dt,f'{x-^h^i). 
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/'(x)=/-(O)+^r(O)+fr(0)+Srto)+... 

es ijl übrigens leicht ju fefjen, ba^ bicfer neue SfiiS- 
bxni für baS eröänjungSöIieb ber Sat?lor'f(!^en unb aJlac^ 
laurin'fi^en Steige ben früher gegebenen Sfuöbrui, §§. 85 
unb 86, in fxä) begreift. ?(ber mä^renb biefer lefetere un= 
bepimmt ifJ, unb nur bie ©ränjen erfennen läßt, jtt)ifc^en 
benen ber SGBert^ i>eö SRefieö entgolten fein mup, flibt ba- 
gegen ber SfuSbrutf unter ber gorm eines befiimmten 3ntf= 
grals ben SBert^ biefeS 9lePeS DoDfommen gen<tu an. 



XXIX. 9tttioetibttns ber ht^immttn 3nieqtah auf bit S$fte4^ 
nitiio ber S^ogettlättgen, btx Sfläd^eti unb ber 

Mtpttt&umt. *) 



1. %läd}tmn\iaU ber ebenen SurDen. 

§. 309, Den fSMc^eninl^alt einer ebenen ßuröe finben, 
totlift auf jwei ret^twinffige Eoorbinatenai^fen bcjogen ifl, 
^ei^t ben numerift^en 9Qert§ berjenigen Stäche BefHmmen, 
totl6)t jlüifi^en ber STci^fe ber x, ber Surüe, unb jmei it- 
liebigen Drbinaten enthalten ifl. ®ie ©leic^ung ber 6urt?e 
werbe mit 



*) Ober auf 9terttfi(ation, Ouabratur unb CTubatur. 



Bejcit^net, unb mit a?o «tib 0?» 5ie Wbfciffen, tüelt^e benjenU 
gen Drbinqten juge^ören, b\\r6) meiere man f\ä) bie ju er« 
tnitteinbc Slät^e begrättjt benft. SBcnu man ferner unter 
u bie fjunction Don w t)frpet;t, tüeld;c ben SBert^ ber Släc^e 
t?on einem beliebigen Sfnfangöpunfte biö ju einer ber Sfb* 
fciffc a? entfpret^enben Drbinate barfleHt, fo wirb nad^ §. 156 
ia^ 3)ifferential biefer ?5unction auSgebrütft burc^ 

du = y dx, 

9hm ifl bie }u finbenbe Stäche augenf(^einli(i^ bie (Summe 
ber uncnblic^ großen 2fnja^l t?on 8Bert[;en, meldte baS 
Diferential du annimmt, wenn man für x in biefem Dijfe* 
rential tiadi unb nac^ alle SBerttje t)on Xq bis a?„ fefet. 
golgfic^ tüirb; uermüge ber a3egripbepimmungen beS Dori« 
flen ?fbfti^nitt8, biefe Sfäc^e burt^ ba^ bepimmte Sntegraf 
bargcjleilt 

y dx, 

x^ 

3n biefem Sfuöbrutfe ^at man flc^ unter ben ©ränjen x^ 
mib x^ jtüei gegebene 3a^len ju benfen, entfpred)enb ben 
Sagen ber beiben Drbinaten, wefc^c bie glädie begränjen. 
S)a8 Stefuftat ber Operation, iretc^e burc!^ ben in Äebe 
jle^enben anaU;tifd)en SfuöbrucE angejeigt lüirb, ifi fl[eid^=: 
falle eine beftimmte 3a^I, bie ben SBert^ biefer Städte an^ 
flibt. 

ajlmi fann aber auc^ annehmen, ba^ bie erfie ©ränje 
a?o aBein gegeben unb fejl fei, bie jmeite ©ränje a?« bage^ 
gen unbeflimmt unb lüiKÜirlit^. Sflabann bejeid^net man 
biefe j weite ©ränje einfad) buvd) x. S:a8 9lefu(tat beS 
beflimmten 3ntcgral8 tüirb in biefem SaHe eine gunction 
üon X fein, wef^e bie Sfä^e barfiellt, bie mit einer feften 
Drbinate, entfpred)enb ber ?(bfcifl'e x^, beginnt unb mit 



/ 
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irgenb einer anbeten Drbhinte, eittfprec^enb ber Sfbfcifff^i 
enbigt. S3e)cic^net' man biefe fSIäc^e mit u, fo ^at man 
alfü 



II = I y dx. 



§. 310. Söenn bie gegetene 6nrDe auf ^ofarcootti? 
naten bejogen ijl, fo wirb il)re ®Iei(^ung unter ber Sonn 
gegeben 

wo r ben SRabinSuector unb w hzw, SBinfef jwifdjen teni 

Slabindüector unb einer feflen Sfc^fe bebeutet 3)ie gW^e » 

ijl ^ier ber breifeitige fRaiim, werii^er Don einem SlobiiiS- 

üector, ber mit ber 9fd^fe ttw gegebenen SBinfel Wo bittet, 

einem 9tabiu8oector, ber mit ber Sfdjfe einen beliebigen 

aCBinfel w einfii^fie^t, unb ber (Suroe begränjt n?irb. 3ra 

§. 199 ttjurbe gefunben 

du =i -| r* d(a, 
folglich wirb je^t 



ti s=s I I r> rfo). 



«0 

§. 311. (Die ®Iei(^ung ber gKipfe in ©ejug anj 
i^re Sr^fen ifl 

njo a unb 6 bie beiben $alba(^fen o^l unb oB, f^ig. 45, 
8ig. 45. bebeuten. ^ie 9lä^t oBmp ml 

nacb §. 309 nudgebtfidrt butt^ 




u=^—J^ ds.Va^ — x\ 

wo X bie Wbfciffe op beaeidinet. Uc 
ben SBertb biefeö bejHmmten Snte 



grals jii erhalten, betraute man juüor 6a8 unbefHmmtc 
Sntegral 

fdx.V a^-^x^. 

2Jlan !önntc baöfetbe na^ §. 276 rational machen. (Sin^ 
fflc^er tüürbc c8 fein, i^m ble Sorm ju geben 

ttjo ber erjle S^eif nnmitterbor nat!^ §. 281 integrirt werben 
fann , ber jiüeite S^eil aber , ale binomifc^eS !DitferentiaI 
betrad^tet, auf eine ä^nlii^e SBeife »ie im §. 287. 9Han 
Dcrfä^rt aber nod^ einfacher, wenn man fefet 

l/'a*— a?' = tx, woraus a?" = -p-« / 

inbem t eine neue SSeränberli^e bebeutet. SÄan erhält 
atdbann 

C dxVa^^^^ = ft.xdx = I te» — \Jdt.x^ 

folgü* 

/ dx Ka>— a?» = C + I to» — I a* arc lang r, 

ober 



Stimmt man nun baö Sntegral üon a:=0 biö a?=a?, fo 

mirb 
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= i a? Va^x* + i «> . arctang y^= 

= ^x Va*—x* + i a' • arc sin — . 
®er 9fu85rwd für bie ßefu^te m&6jt ifl alfo 

u ==r- K a' — 0?' + ir arcsm — 
xy t ah . X 

= 1+2 ^^^^"" T- 

®a|^bie Stätte be8S)reiedP8 omp ifl, fo muf ^arcsini- 
bie gläd^e beS ©cctorS oBm barficHen. 

(Sefet ttiiin x — a, fo erljält man -^ für 5ie gläc^c 

oBi4 5 folflli^ ijl ahzt bie Släc^e bcr ganjen (gnipfe. 

§. 312. !Die ®Ici(^ung ber ©^perfid in 83cjug auf 
i§re Sfc^fcn ifl 

^-1^=1, ober i,=4K^^=::sr, 

SSerfleßt man unter u bic glätfcc 
^pm, fjig. 46, inbem op bie 9(6= 
fcijfe a? barflcllt, fo \)ai man 




-/ 



0? 

dx V^j?*— a*. 



Um baö unbejWmmtc Sntegrnl / dx Vx^—a^ ju erhalten, 
fefee man wie oben 

Vx^—a^ = /ar, morauS a?» = j-^, 

1 — f* 

unb 



0eomeMf#t Mmmt^nnttn. 845 

fdx Viv^—a* = ft . xdx == i te» — i idt.x* 

Sf6er 

(lifo 



ober 



Wmmt man nun baö Snteflrar üon a?=a 6i8 aj=a;, fo 
fommt 

!Der ?fu96ruif 6er gläc^e ilmp wirb affo 



„ = _l/^._a«_-^.i ^ 

xy ab j/'x , y\ 

!J)a ^ bie grac^e beS !Dreie*8 omp barfiettt, fo mu^ 

bie giac^e be8 ©cctorS oiilI biird^ ^'^T+i) ""®ö'' 
brütft werben. 



846 



X&LXMiltML 



!Die 'SVAäjt toivb unenMit^ grof , wenn btx ^unft m 
ins Unenblic^e [jinauSrfldft, o6er ber JRabiueüector am mit 
6er «ftjnnjtote jufammenfäQt. 

§. 313. a^ie ©leic^ung 6er glcid^feitiflen ^^pnbtl in 
®eju9 auf i^re 9rf9mj)toten ifl 

ay=— , o6er y = ^. 

S)ieSIäc^e ii, üon berSföfriffe a?o Ha ju x gerechnet, Wirt 
alfo auögebrüdt bur^ 






ober u 






@efet mnn a=l, fo ^at man einfacher 



X 



alfo liefern bie Steper'fci^en ßogaritl^men ber Sagten unmit:: 
telbar bie Städten ber gleic^feitigen ^\)ptxbtL 9fu8 biefcm 
' ®runbe ^at man biefe ßogarit^men aud^ ^^perbolift^e 8o= 
gatit(;men genannt. 

§. 314. 2)ie Oleic^urig ber «parabel, oon i^rem ©(^ei- 
tel a\x^ gered^net, ifl 

y« = 2px, ober y = V^2px. 



8ig. 47. 







« 



Die «Jiat^e omp, Sig..47, wirb offo 
bargefleEt b\xx6) 



u 



woraus mirb 



T^iy- 



®€omttt¥Ht ffttweii^tttigett. Wl 

3)ie ^l&d)t amp beträgt nlfo | beö SlcdjtedfS ormp-^ unb 
Me ^l&äjt omr beträgt | beSfelben. 

§.' 315. 35er ©leic^ung ber loflarttr^raift^en filitie fann 
man nai) §. 177 bie ®cpalt geben 

tüo fl eine pofttiDe «nb bie ©n^eit 
übertreffenbc Sonflnnte bebeutet. S)er 
SfuSbrutf für bie gfäc^e pmwj, f?ig, 48, 
ober u, votldjt mit ben Sfbfciffen op 
ober a?o, unb oy ober a: begrSnjt 
wirb, ifl bemnarf) 




o/ ^ 



'0 



unb ba mau baS uube|iimmte Sutegrat l)at j ä'da: =— , 
fo fommt 






!j)ie Stöcke Dou oB au8 uad^ ber Seite ber pofitiDen x trirb 
alfo — ^i unb bie gläti^e oou oÄ aua ua(^ ber ©eite ber 

negfltiDen a? wirb — ^ — . Diefer lejjte Sfuöbrutf gibt, 

1 

wenn man bariu fl?=«0O fefct, -^ als Setrag berjeuigeu 

glä^e, welche jwifd^eu ber Sfc^fe unb ber SurDc, beibe in6 
Unenblic^e loerlängert gebac^t, enthalten ifl. 

»ig. 49. §. 316. gür bie S^cloibe, 3ig. 

49, t)at mau uac^ §. 178, wenn 

bie (Soorbinaten op unb pm eineö 

y^ beliebigen ^^unfta ber (Surüe mit 
^— jp-a? unb y bejeic^net werben, 
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jc s=s: A (o) •<- sin 0)) ^ y = R{1 — cos w), 

reo R bcn ^albmeffcr er beS crjeugriiben ÄreifeS bebeiitct, 
iinb w bfn SCÖinfel mcr. Xie Stäche oinp mirb. miögcbrürft 
burcö 

tfsssl yia?, ober tt=Ä». / dfci).(l — cosw)». 
2fber man fjat 

/dw.(l — COSü))* = /rfcj).(l — 2 cos CO -f- cos G)*) 

=/rfw,(|— 2cos a)-f-icos2w) 
=(7 + 1 w — 2siDxo4-isin2w, 

folglich 

ti = Ä«(|ü)— 2sinw+isin2ü). 

Um bie ganjegläd^eommiju erhalten, meiere Hü\\ä)m 
ber ß^cloibc unb bcr 9f(^fe oa enthalten ifi, f)at man in 
bicfer Sormel co=2jt ju fefeen. 2)et ©etrag biefcr glätte 
wirb alfo 3R% b. f). ba^ 33reifad^e bcr ^liid)t beö erjeii^^ 
gcnben ÄreifeS. 

Sfu^erbem fnnn man bemcrfen, ba^ bie gfadje 

oqtm == oy^ — omp = 2Äa? — u 

= — (w — sin. w cos w). 

^(fo ifl bie gläd^e oqtm glei(6 bem ^ei(e m» bed erjeu- 
genben ^reifed^ unb fo(gUc^ bie Sfäc^e 0911 gleic^ ber $ä(fte 
biefeö ÄreifeS. 

■ 

§. 317. 9fuf bem f}ier befolgten SBege ifi eö immer 
möglich, bie @röße ber ^VAd)t ju beflimmen, welche oou 
irgenb einem beliebigen 3uge in einer €bene umft^IofTcn 
wirb. ®0 fei MN, gig. 50, ein folc^er 3ug, bm man auf 



49eomeifif(|e Hnmtnbun^tn. 



8«9 








9iQ. 50, re^twiuWifleSoorMnatenbqoßen^abe. 

SÄflit beieic^ne mit a?© nnb x^ bie 
Reiben äugcrflen 9f bfciffen oP unb o<?, 
mit X eine beliebige Sfbfciffe op, unb 
mit yi unb y, bie Drbinnten /w»i 
unb fm^f toti&jt biefer STbfcijTe ents= 
fjjtec^en unb ref|). ben beiben Suruen 
Mm^N unb JfmaiV, au8 benen bet 3ug jufammengefefct ift, 
angehören, ©iefe Drbinaten muffen al8 ?functionen t)on 
X gegeben fein. 9fu6 bem Soröerge^enben ijt fobann ffar, 
ba^ ber Sn^alt ber tJtäc^e ifnii ttm^ but^ bas be|Hmmte 
Sntegrar 

miegebrütft werben tuirb.*) 






*) 9lo(^ aOgemeiticr (ann man ftatt biefed $(ttSbnidM ft^rdfrrn 

y"^« /*ya r^^ fVi 

dx I dy ober / / dxdy, 
^0 J Vi J XqJ yi 

100 bte ©ränjen y^ unb jf, **>< oHgcmemen felbfl j»rt gunctiontn 
Don X ftnb. Dtefer ^uSbrucf bebeutet ofenbar eine (Summtrung 
fämmtltc^er unenbtid^ fleinen SIä(||ene(emente dxdy in. einem ixotu 
fa(^en €$mne 5 namfic^ ^uerfl eine Gummirung im @inne ber y. 



loel^e burc^ dx 



J Vi 



dy angezeigt »irb nnb n>obei dx unberührt 



bleibt { unb fobann eine ^ummtrung ber gemonnenen Elemente im 
^innt ber x, 

SÜT ptatti^t Sted^nungen pfitQt biefe $(uffa|fung«weife nic^t 
nur bie bequemere ju fein^ fonbem auc^i am meijlen gegen ^rrtl^fimer 
iu fc^üj^en. 
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V 

f 

SEBenn ber3ugifmi2\r«tsbidcoiijtimurIic^ tfl, unb jroar 
nu6 Steilen jiifammcngcfett, bereu Drbinaten \nä)t fämmt= 
lic^ burt^ bie ncimlidje gunction ber ?fb[ftjfe a? bargeflellt 
merbcit, fo fann man bie tJorgelegte g[ä(^e, fo toie baB bc- 
Pimmte 3ntegral, vodä^tB ben SCBertß berfefben miSbriirft, 
in metjrerc Steile jerlegcn, entfprct^enb refp. ben Steilen 
frt« 3u0e8, beten Drbinaten unter einen gemeinfti^aftli^en 
nnal^tif^en 9fu6brurf faffen. !5)er SGBert^ eines leben biefer 
Sfeeife wirb fobann befonberö berechnet werben. (Scibp in 
folc^en Sötten , wo bie Drbinaten niti^t burt^ einen ober 
metjrere anal^tifet;e 2fudbrü(f e t)ermitteljl ber SfbfcifTe flegeben 
jinb, fonbern man nur bie numerifc^en SBert^e betr Drbi^ 
naten Dou gewiffen fünften beö Bugeö fennt, gibt e8 
bennoc^, wie fxij in ber Sofge jeigen wirb, SJlet^oben jur 
angenäherten 83cre(^nung beS bejlimmtm 3ntegral8, wcl(^e§ 
bie glädje auSbrüdt. 

§. 318. Um noc^ eine Sfnwcnbung ber gormel. beö 
§. 310 ju geben, betrachte man bie Togarit^mifc^e ©pirale, 
bereu ©leic^ung im §. 204 gegeben ifl, nämCi^ 

3:)ie Stalle jwifc^en ber Eurüe, bem JRabiuStector r© un5 
bem Jftabiuaüector r, wefthe beiben lefcteren bm SBinfef 
{0—00 mit einanber einfc^Iiepen, wirb 



J «0 



alfo 

ti = _ Doer tt=— 77 — . 

3u bem befonberen Satte, Wo man ^at /a= 1 nnb 
r=e", beträgt bemnac^ bie in 9tebe pe^enbe Släd^e ^ ber 
3)ijfereni ber Quabrate , welche man über bem erflen unt 
bem jWeiten Jftabiuöüector confiruiren fann. 



Veontfttifite Viiioeiitottgeii. 351 

1. Sogmllitgc bcr (boten Sutürn. 

§. 319. aSetin man f)ier mieber 6ie ©etradihingcu 
bc§ §. 309 in Sfnwenbung bringt unb ftd^ erinnert , ba^ 
na(i^ §♦ 157 BaS S)ifferentiat beS ©ogenS einer Snrüe, 
irrige in 83ejug auf bie ref^trüinfligen ßoorbinoten x unby 
i)urc^ bie ©leit^ung 

y = m 

gegeben ifl, auSgebrüdft wirb bur^ 

fo erl;ält man offenbat ba8 befKmmte Sntegral 



J 9y 



als allgemeinen 9fu8brutf für bie gange beS SBogenö, h^eldjer 
jtüifc^en ben beiben ^nnften enthalten ifl, benen bie ?fb' 
fcijfen a?o unb x juge^ören* 

§♦ 320. ©benfo menn bie Sutüe in 95ejug auf ^o^^ 
lajrcoorbinaten burc^ bie ©Uidjung gegeben ifl 

r = A<o), 
fo ^at man nat^ §. 200 für \iQi% S)ifferential beö Sogen© 



& = rfco)/r«+r^Y 



folglich wirb 



% 



/. 



ber allgemeine ?fuSbrurf für bie fiänge beS ©ogenö, weltfjer 
jtoif^eu ben beiben fünften enthalten ifl, benen bie SBertfje 
ü)o unb CO beö 8EBinfel6, weldier bie Sage bea JftabiuSüector 
bejlimmt, juget;ören. 
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§. 321. »ctra^tet man als ®eif|)iel, wie im §.311, 
b'it gttijjfe in SSejug auf i^rc 9f(^fcn, beten (§Htiäjx\nq ijl 

■J+g-=l, ober y=i-K«»-ar», 
fo wirb 

^vlQlxä) f)at man 






al8 ?fu8bru(f für bic ©ogenlänge, totläjt Dom ©nbjjunfte 
ber fleinen STt^fe biö ju bemleniflen fünfte geret^net toxxb, 
bejfen Äbfciffe a? ifl. Sü^rt man bie ©pcentricität ein, 
meldte im §. 197 mit e bejeic^net ttjorben ijl, ober fefet 
man a^—b*=a^e^, fo fann man axiä) fc^reiben 



/. 



35iefe8 Sntegral läßt fi(% in enblic^er ©eflalt nit^t 
barfJeHen,*) aber man fann e8 auf me^r als eine 9frt in 
eine conoergirenbe Slei^e t)crtoanbeIn. SSeat^tet man j.SS., 



*)S)adfeIbe ge]^5rt ju brt d^Iaffe ber eUtptifd^rn Suncttonen, 
toel^e btefem brfonbernt gaQe i^ren 9}amen berbanfrn. Gbrn ba^in 
gehört ou(^ ba» integral be« näc^fofaniben {. 322, »rlc^e» bir 
SBogenUnge ber ^pperbel au^bräcft. S)ie aOgemeine Si^^m, untet 
toelt^e jebe eHtpttf4e gunrtton gebraut tverbentann/ tfl ba9 integral 



/< 



Va+^x+yx^-^-bx^EX* ' 



<ieometeifd|€ ffntonttenoen. 853 

ba^ ~ immer ein achter Snidb ifl', fo fann man fe^eii 

■ 

x= a cos (f, woraus dx = — a sin <p d(f, xinb folgli^ 



s 



r<P ^ 

= — fl 1 rfcpK t — e« cos «p*, 



imb trenn man (1 — c*cos<p>)* in eine Äei^e enttüitfelt, 



8 



=aQ^^ifJ+J ^difQeoBif^-^-i^cosif^ 



. 1.3 e« - , 1.3.5 6« « , ^ 

+ _ _. coscp«+i:4;6 8 coscp'^ + K.J. 

Sfber man Ijat auö ber jweiten ©leit^ung beö §. 294 



too P eine rationale gunction bon s btbeutet. S){an fü^rt tiefet 
integral, nai^ fitgentre, auf bie bret emfac^ftrn Sormen gurütf 



/. 



}/ 1 — c« sin(p>.<f(f = £(c,(p) 



|Al-c^8in<pa = ^(^' *) 



inbem m^n (f> bie $(nip)ltiiie imb c ben SJ^^Dt^uIis« beS, Sntegr^j« 
nennt, c immer < 1 t)orauSgefej}t. ^tefe bret formen erft^cinen 
U)ie felbfiänbige trandcenbente ^unrttonen, toeld^e einer durflctfü^rung 
auf einfachere Sunrtionen in enblic^er ©eflatt nit^t fä^ig ftnb unb 
beren numerifc^e 9Bert^e in 2:afe(il niebergelegt i&frben.' 
Waöier, iDfff.'iinb Sntegralr. I. S9aub. 23 



954 XXIX. 

J d<p . cos (f* = I sin<p costf-^^tf-^C, 

/l 3 13 

rf<p • cos <f)* = i stncp coscp* +2^*^* V ^^* V "^*2l ^ '^^' 



/* 1.5 

rf(p . cos (p* = -Isincp coscp' + i^^*" 9 ^*^s 9* 

/l 7 
d(p.cos(()^s=^8ia(pco8(|)'4~rg^*^¥ cos<p' 

+ 1.5.7 . . , 1.3.5.7 , 1.3.5.7 . ^ 

2t. 

unb wenn man bie Sntegrale tjon <p = -y bis v = V 
nimmt, 

/ d(f . cos (p* = j^ sin(p cos(p — i ( -« — <p )/ 



/ 



9 1.3 . 

i{(p . cos 9* = i sin <p cos y' -f- ~ sin (p cos q) 



/: 

1 



1.3 /^ « X 



15 
dff • cos tp' SB= 1. sin <p cos «p' H^^-g sin <p cos ip' 



+ __s,ncpcos<p-^;^(^--cpJ, 



0eoiitetrtfi|e ünioeiibotigett. 395 

r^ 17 

/ d(f . cos (p^ s=s -l sin <f cos <p^ -|- ^-^ sin cp cos cp' 
T 

, 1.5.7 . , , 1.3.5.7 . 1.3.5.7/^Ä ^ 

tooraiiS man bie SEßert^e Don fämmtli^en ©liebem ber 
obigen Steige entnel^men fann. 

@e|t man in bem gefunbenen VuSbrnife ffit s ben 
SBert^ x = a, folglidj cos cp = 1 ober <p = 0, fo erhält 
man foCgenben Vudbrudf filr bte Sänge be6 eait)tifd^en 
Üimbranten 

?[.-(i.)--<^0"-*CS-)' 

, / 1.3.5.7 A« "1 

§. 322. !S>ie ®Iei(^tmg ber ^t)pnUl ifl 

S-J4«l; Ober y«:AKii=^, 

tvotauS 

Sofglic^ ^at man 

ober wenn mann^+A'»«*^* fefct^ 



8 



r " ]f^ 



23 



« 



dS6 XXfX. Hbf^nttt. 

al9 ?fuöbru(f für bie ©oflcnlänge oom ©(Reitet btx 6urue 
bis ju bem fünfte, beffcn Srbfciffc a? ifl. 5)a ^ier a? 
immer größer al9 a genommen »werben mnp, fo fe^e man 

2?= — ^, tcornnö dx = ?i!l$_^ mi^ mitbin 

cos (p ' cos <p* '^ ^ 

^ COS <p* ^ ^0 coB<p>r e' ' 

unb burc^ gntoitfehmfl oon Tl ~ ^^ / crljätt man 






/ Q ^ coscp* V^ 2«» . ^ * 4e* ^ 

1.3 1 / 1.3.5 1 . >v 



ober 

8=ae iangff — ^(f— aj ^ d(f (j^cosif^ 
, 1.3 1 . , 1.3.5 1 - , "\ 

Die ©lieber biefer Steige werben bnrd) bie 9fu9brü(fe beö 
üorigen ^aragrnp^en für Jrfcp . cosy«, /rf(p . coscp^ 2c. 
gegeben, tt^enn man barin bie n^idfürlid^e @on{}ante C gteic^ 
9lnII annimmt. 

ajlit ®erfl(I|i(^tigung ber Sfftjmptote gelangt man ju 
bem folgenben ©(^luffe. S)ie ©leic^ung ber Äf^mptote i|l 

y= — a?, unb mitbin berSTbjlanb eineö ^unFtS ber STf^m^: 
ptote, beffen Sfbfciffe x \% ton bem a7littel))unft( ber ßurüe 
^ ^^^+^\ ^ex=-^. ©afeir biefer «fbjlanb, fo 
f)at man 



s = ae 






cos 
1.3 l , . 1.3.5 l 



Scfct nirtu l;icrin a?=oo, mithin co8q) = ober <p==-^/ 

fo crl^ärt man fflr bicjenige ®rSnje, lüflt^er btr Ueberfc^iiß 
pon r über * immer na^er fommt, itenn man bie Sfbfciffe 
X größer iinb größer werben faßt, ben 9fu8bru(f 

Denn a »irt 1=^=1 = i-j21_ = (ilr*=-5-. 
§. 323. 'X)it. ®Uiä)xmQ bet ^araM 

aJlan er^Ält alfo für bie S3ogenfänge com @*eitel ber (Snrüe 
bis }u bem fünfte, bt^m Sfbfciffe x \% ben Sfnöbrncf 



= r^' ix |/r+ 



2x' 



Um ba^ unbeftimmte Sntegral /*p|/i +^ 5» P»- 
beti; fe^e man 

]/T+^=t woraus ^ = i^f^ 
iinb 

3>.i HUii fi^^ = i fitQj^i — ^-i^, fo wirb 



8SB XXIX. «IMKtt«. 



y^i- 



1 



unb tuenn man biie Snteftral ooii d?=0 6id a?=a? nimmt 
fb erhält man 

§. 324. 3)ie ©reic^iinfl ber roöarit^miftfien Slnit, 
§. 315. 

man ^at a(fp 



=/ 



für bie gänge beö SogciiS/bcffen (gnbpunWc ben 9f6fciffrn 
iTo «nb ar entfrrec^en. Um ben SEBert^ biefeS bejHmmtcn 
Sntfflrare ju finbcn, fei>e man 

^ = to .y = taog T, 
moraud 

unb 



« 






^btx niid btx Herten ©(titfyuiig bed §. 293 erhält man 

r 4t i ^ fdx 

^ sin X con* cosx * Jslnx ' 

unb aus §. 295 

/-: «r C + /i laiig V' 

«üulgtii^ tvirb 

1 / 1 



/^ I C08T COSYo 




§ier bebentet, tüie befannt ijt, t = arc lang (fa . y) ben 
SBinffI jtüifc^en ber 9fd)fc ber o: unb btr Sangente btx 
gurDc in bemirnigen ^nfte, bcffen STbfciffc a? ifl. 

§. 325. Sfnö ber ©lelt^ung ber ^üoibt, §. 316, 
l)at man nad; §. 178 

^ = JSzZ ober -= ^ 

dx y * dy f^2Äy— y«* 

Da man nun baS ^Differential <tr ^ 1 + ^^YbeSJBogenö 

finer Surbe anäf anöbrütfen f ann burt^ dy y ^+(^5;: J / 
fo erhält man ^ier 

a(d ^udbriHt fär bie 93ogen(ängc jmifi^eu bem tfnfaiigs« 
pinif te ber Surue xnxb bem fünfte , be|fen Drbinate y i(l. 
Unb ba ferner 



y 



^ t n Jöoflcn $ üou oem »|;unrrc n an 

\^ ^J^ ^N^ y^ yi bem @intie nmo, fo ^at «in 
'^TT^ r-ir 2Ä-y P«tt y, unb AK—s |la 



360 XXiX. «»f(|ttitt. 

fü irirb 

» = 4Ä — iVmVm^. 

aJlan erf;ait hieraus, intern man y==2Äfctt, für bie 

^älftc ber g^cfoibe ben 9Bert6 4ä. SBiff man ferner bie 

Drbinaten y üon oben na^ uttten ret^nen^ inbem man bie 

fjifl. 49. ßinie nq, Sifl- 49, als «fbfciffen:: 

at^fe anjteljt, nnb ebenfo ben 
_ ®oflen 8 t?ou bem ^nntte n flu8 

man 

patt 

« jn fe^en, Kiobnrcb man er(}ä(t 

(Derfelbe Sfnöbnidf h?nrbe auf anberem SBegc fd^on im 
§. 191 flefunben. 

§. 326, a)ie logaritljmift^e (Spirale wirb, in ©ejuj) 
anf ^o(arcoorbinaten, bnrc^ bie ©leic^ung gegeben 

man erhält alfo nat^ §• 320 

8^ I do>Vr* + (fa)»r»==:l/l+(ia)» / dw.i^", 
nnb barana 

für bie SöogenlSnge, met^e jmift^en ben beiben fünften 
ber (Snrtie enthalten ifl, benen bie Slabien r^ unb r ju* 
gehören. 

9lac^ §. 204 ^at ber äßinfel jmlfc^en ber Sangente 
nnb bem Stabiueüector ju feiner trigonomettifcben Sangente 



OleottiMf^ 'üoiDf il^ngrii. 961 

ben 9fu6&nitf j-; unb folgli^ ju feinem (Sojinua fceii in 5er 

öorpe^enbcn ©leiti^uhg enthaltenen ^Titabttuf — @8 

ifl übrigens ft^on au6 btx Sflatur ber (ogarit^mifc^en ^pU 
rnle flar, baß bie 5)ifferenj jmeier 9lflbien ju ber Sänge 
be6S3pgend; btii biefelben einfctiließen, in einem conftanten 
Ser^attniß ffefit, tocl^eö burd^ biefen 6oflnn8 «nagebrüift 
luirb. 

SBenn bie ©leit^ung ber logarit^mifi^en ©pirale bie 

einfa(!^ere ©eflalt f)at r=e« fo er^öft man a^ir^-r^) VY. 
ÜDie Sänge bed Cogens s^ifc^en gmei beliebigen fünften 
biefer ßnrüe ifl alfo glei^ ber (Dijferenj ber iDiagonaten 
jtüeier Quabrate, meiere man über ben SRabien conftniiren 
fann, bie biefen fünften angehören. 



3. S9ogmlän0r ber (£urt>m ton bop|>dtec Jtrfimmung. 

§. 327. ®ine ßnrüe Don boppelter Ärflmmung fei 
bur(^ bie beiben ®lei(^uugen gegeben 

man bat aldbann nac^ §. 227 ald allgemeinen 9fn6brndf 
für bad S>ifferential i^res 93ogen9 

* = ^ »/, + (!)■ + (S)-. 

giac^ !!Jlaßgabe ber im §fnfange biefeö ?fbf^nitt6 angefteOten 
S3etrad^tungen er^äft man barauS 






^y'+a)'+(f) 



-XXiX. «tfüifäH. 



ali VuSbtud für bie S&nge beS Sogmd/ bt^tn \>t\btn 
^nbpnnftt btn 9lb\df\tn Xq ixnb x eatfprec^en. 

§. 328. ^Id 93eift)ie( neunte man bxt^xmhtvXxm, 
tDet^e burc^ bie ©leic^ungen gegeben n^irb 

ar =^ A cos cj, y = K sin ci)^ z = Bao, 

mi9 benen folgt 

dx^= — Asinuifci), nfyssjReoscaifci»^ dlsssltodui. 

S)er Dorige ^udbruif nimmt biet bie @e{la(t an 

f^ 

* = Ä Kl +a W ^ rfw = Ä VT+o^ . (w -- Wo), 

welt^ee 9tefultat man leidet, jufolge Izx JBeft^affen^eit ber 
(Siirte, borauefe^cn fcmnte. 



4. 3n^aft bcr 9lotatton«rörper. 

§. 329. ein giotationeförper entfielt bnrt^ llmbrc^ 
I;ung einer ebenen 6nrt?e nm eine in i^rer ß&ene ent= 
l^attene gerabe Sinie, art «^fe. 8Wan ne^mt biefe Sft^fe 
jnr Sfc^fe ber x, nnb eS fei 

bie ©leit^nng ber ebenen 6nrt?e Mm , Sig. 51 , »etc^e 6fi 
gig. 51, i^rer Umbre^nng nm biefe «ft^fc 

bie OberfUii^e beo Körpers it^ 
fc^reibt Segt man fobann bur^ 
bie beiben ^nnfte P nnb p 66!= 
nen red^twinWtg jnr' 9fc^fe ber x, 
nnb bejeic^net mit c ben S^il bed 
^örperd^ melti^er jn^ifc^en biefen 
Ebenen enthalten \^, b. l). weldjer burt!^ bie nmbre[;ung ber 
glätte FMmp befd^rieben tt?irb, fo befleljt bie ^ier ju (öfeiibt 
Sfnfgabc barin, einen Sfnöbrudf für v jn finben. 




P 9 ^ 



•eoiit€Mf4f V»i9f«kiitignt. S68 

es fei m \M 9f6fdffe op, fo ift Hat, baf loettfi o? um 

bie@r5^e A^, ober in berSigut um fq gHnhnmt^ büftS^« 
[umen o gleit&jeitiQ um eine ®röfe ta> }une^men toirb, 
toelci^e bem burc^ Umbre^ung ber Släd^epmn^bef^riebenen 
SBoIumeu gteic^ ifl. SBtrb nun Lc fleiti genug DorauS^ 
gefegt, fo baf y in bem Snterpatte pj befiönbig junimmt * 
o5er beftanbig abnimmt; fo ifl ba6 jule^t genannte SBoIu- 
mcn, feiner ©rb^e nac^, Jtoift^rn jnjei S^finbern ent^aften^ 
ttje[(f|e ju i^ter gemeiuft^aftfitlien §ö^e fq, unb jn ^afb^ 
tneffern fm unb jvi Baben. SJlan I^at alfo 

ober 

£)a biefe beiben ^uebrfiife }u i^rer gemeinfd^aftlic^rn ©rAnje^ 
fobalb man Aa? me^r unb me^r abnehmen \^% hzw ?fu6s 
bruA ^y^ l^ab^eU; fo er^ä(t man enblic^ 

~- s= jiy*; ober A = «y* tfd? 

als allgemeinen fTttSbrud fflt ha^ X)ifferentia( bed SSoIu:» 
men c. 

hieraus erlennt man unmittelbar, ha^ ba6 befKmmte 
Sntegrar 



J 9o 



y* dx 



benjenigcn S^eil twm SBoIumen eine9 9totationSfBrper8 ans* 
brüdft, weither jtoifdjen jwei gbenen ent[;atten ifl, bie in 
\>m ^{länben xo unb x oom Sfnfangdpunlte ber Soorbi^» 
naten ret^ttoinflig burt^ bie ?[(i^fe ber x gelegt Sorben jinb. 
§. 330. 3n einem Slotationö :5 gllipfoib fei 2a bie 
Eftotationeat^fe unb 26 bie auf i^r ret^tminfUge ?fc^fe. S)ie 



MM 



XXUL «HiHMt 



®(ei(^uiig btx etieugentoi Suroe x% roenu mnu biegoor^ 
tinaten üom 9Ritte(|mnfte tt^ntt 

man txljalt alfo 



,,_(«._. ^3). 






)dp 



jioci rc^ttüinWifl jur Sfc^fe flelegten (gfieneu enthalten ijt, 
t)on beneif 5te eine burd^ beii äJlittelpunft Qtljt unb bie 
anbere bie STt^fe in bem SibfJanbe a? com SDiittelpunfte 
fc^neibet S)ie 9(udfü^nmg bet Integration gibt 






2:r 

©cj^t man a?=ö, fo er^fllt mon-^a6* für bcii Sn- 

^olt be9 I;al6en 9lotntion8*€iripfoib9. S)er Snfenlt bc8 

ganjen Äörpera wirb alfo -^ a4>. 

§. 331. 9(uf bem angezeigten SQege &erec^net maw 
leitet ben Sntjalt eintö jebeu Körper©, ber burt^ Stotation 
einer beliebigen ebenen Signr um eine in i^rer (Sbtm twi- 
l)Mt\\t Sft^fe iu ©tanbe fommt 3)enft man fxi) j. 8- 
ig. 50. bie gigur MmiNm^ , fjig. 50, 

tütläjt in ber @bene xy enthalten i|t, 
um bie Sft^fe ber j? gebre^et, fo n?irb 
ber Z\xf)alt bed entflanbenen Mxptti 
audgebrüdt bur^ ba^ beflimmte 3n' 
tegral 







'^dx, 



^rometriff^e ^Ititoenbuitgeit. 965 

ivo a?o un& x^ Itw fleinflen SBert^ oP unb ben gröften 
SBert^ oQ bcr STbfciffe x bejei(f)nen, imb yi imb y, bic 
SBcrt[;c bcr Drbinaten pmi uiib pm, b?r Beibeu (Sitrt^en 
Jf»i,iV tmb üfm^iV, fluSgebrfldft biirc^ bie §f6fciffe x. 

5. 3n^a!t brr SlotationSflä^rn. 

§. 332. @d fei bie StotatiaitdfTd^e jit betrattiten, toel^e 
buT^ Umbte^ung einer ebenen (Suroe Mm, 8ig. 51, beren 
Sig. 51. ©leic^ung ifl 

um bie ^Tt^fe ber « beft^rieben 
mirb. aj}an fuc^t ben 3n^a(t u 
beejenigen S^^eild biefer 9(A(^e, 
n?e(c^er burc^ bie Umbre^ung bed 
Steife ifm ber (Surüe entpefjt. • 
2Jlan bejeic^ne bie STbfciffe ap mit a?. SBcnn x um 
bfl8 unenblid^ fleine SnterDrtH rfo?, in ber Sigurpy,, junimmt 
fo n?irb bie Sflä^e tf um biejenige S(äc^e n^nc^fen^ melti^e 
hird; Umbre^ung bcd @(ementd mn ober ds befd^rieben 
trirb. ^ber man Fnnn, innerhalb ber $[udbe^nung biefe9 
cremen td; bie (Surt)e nid jufammenfndenb mit i^rer £an» 
gentc önfe^en, unb folglich bie genannte 3inm^me üon tf 
Jüie bie Dberpäc^e einea abgeflumpften Äegela, Don weltfern 
fq feie §ö]^e unb pm unb qn bie §albmeffer ber beibeu 
®rnnbpd)en finb. ?fffo mirb 

du = % (2y + d^) äs, 

unb menn man bie unenblid) fleinen Orößen ber jweiten 
Dr^nung wegiüirft, fo l^at man enblid^*) 




*) (S9 if} ntt^t fc^ivrr, tiefer Verleitung biefrlbe ftrengere %^xm in 
geben, tt>ie im {. 329, n>enn man nämlt(^ gleic^faQl Don enbli* 
i^en ^tferenjen Ao;, Ay, Aac aud^el^t unb ^mterl^er erfl beren 
©ränjtverti^e betrachtet. 



M6 XXIX. lai^nitt. 



/. 



ata STuebniif für ben Sn^alt beö S^cirt ber aiotationöpc^e, 
welcher itoifc^tn jmei ©betten entgolten ifl, bie Itt bcn Stb- 
ftftitbett a?o tmb a? üoti betn^SfttfangSf^uttfte ber gootbiturten 
ret^tmitinig jur 9((^fe liegett. 

§. 333. 9limmt titan al9 SSeifpiel bad Slotatiottd^ 
€tti|>foib dud §. 330, fo erhält ttiau aue ber ©lei^ung 
ber tr$e»genben Sitroe 

V = — l/fl« — it^r* tittb ~ = ^y- 3 






fftr bett Siti^ölt be8 5E^eil8 ber gWd^e, tüelt^er t?on jtrri 
auf ber 5f(i^fe ret^twinffigen ©bettelt begrflnjt wirb, Don 
betteti bie eine burc^ ben SJtltterpimff gefjt tmb bie anfcert 
ben Sfbflanb x tjom SWittefpunfte bejt|t. 

Um bie 3ntegration nuejufll^ren , fei erflenö fl>i, 
b. ^. bie Umbre^ung ber ©ffijjfe l^abe um bie große Sft^fe 

pattgefunben, 3Jlan fefce --^ » ««, tx>t> e bie ©fcentri^ 

rität bebeutet, fo ^at man 

b f^ — — 
^ J ' 

uub ttenn tnan fc^reibt 



/: 



•eotiieMf#e llti»etibttti0eit. 817 

fo finbet man nai) §.311 

« =52ä — ( I #a? Vö' — ^* a;»4"i^* arcsin ~J 
=aiJ(^aryi -^ 4. -- arc sin ^^. 

©e^t man a?=fl, fo fommt 

jtflj r]/rzr^-.j — arcsin« J 



ober 



3t r ^*H arcsin« J 



ffir btn Snl^alt bet falben OberfM^e M 6irt|)foiM* 

@d fei stoeiten« a<Cb, b. \). bie Umbre^ung ber SOipfe 
^abe vm bie fleine «r<!^fe flattgefunben. 9kan brjei^m toi^^ 

bcr mit e bie eFcentricität^ fo ba^^^^=e*; fo fommt 



mofilr man fd^rriben fann 



23t 

11 



' Jo 



fl^un finbet man, roie im §.312^ ba6 unbef}immte integral 



unb wenn man bad Sntegral Don ^7=0 bis ^=^ nimmt, 



>ww*^— »^ 



' 



t$o(güc6 toirb 

©ffet man a?=a, fo fommt 

ober 

fUr ben 3n^a(t ber falben OberfCäc^e beB sabpfoibd. 

§. 334. a)tan fann tiad) bem SSorfie^enbeH ben 3n^ 
^aft liner jeben Stotatioudfläc^e bere(i^nen^ welche burd^ eine 
beliebige ebene Gurte bef^rieben trirb, wenn biefe jtt^ um 
eine in i^rer ßbene angenommene Sf(^fe bre^et SBenn 
man nämlic^ bie Sdejeic^nungen bed §. 331 beibehält, [o 
mirb ber 3n[;alt ber burd^ ttmbrel^ung ber Gurt^e ifmi Mm, 
um bie Wc^fe ber x entfle^enben Srlcic^e bargefietit buri^ 
\iC(^ bejtimmte Sntegraf 

6. 3n^aU ber Jldrprr t>on beltebtder (^efiaü. 

§. 335. aSenn bie Dberpäc^e eines ÄörpcrS in 85f^ 
jug auf bie reti^trüinnigen (Soorbinaten x, y, z bnx6) fcie 
©lei^ung gegeben ifl 

fo fann man bie Srage nad; bA Sn^altdbeftiihmung biefe§ 
ÄörperS allgemein fo auffajffn, ba^ man in ber ßbene xy 



üeomrffif^^ Mnmf9lbwn%tn, 




einen Miebigen Umri^ Mm^Nmt, Sig. 52, jeid}het unb fo:* 
Sig. 52. bann badjenige 93o(umen }u fen^ 

nen Dertangt, meiere» S^if^^n ^^ 

(Sbmt xy, bie Obttfi&dft bed ^br^ 

/"iK\ pets, unb berjetUflen ®\>linbetf[ä«i^e 

/ Tr J» enthalten ijt, beten »öfiö burc^ jenen 

Umrif gebUbet mirb unb beten (St* 
jengungSlinien i^ataOel mit bet 
Sf^fe bft Ä Hegen. €8 feien Xo unb 
a?« bie aupetfleii 9f bfciffen oP unb oQ bet 5utt?e MmiNm^ ; 
fetnet feien yi unb yi bie Otbinaten pmi unb /wis, 
meiere bet?fbfriffe op obet x jugeljbten, unb jit^ tefp. auf 
bie Vtme MmiN unb Mn^N btefet SutDe bejie^en. X)ie 
®r5^en ^i unb y^ tüetben gegebene fS'unctionen bet Vb^^ 
fciffe 0? fein. 

STlan bettacbte nun benjenigen S^ei( be8 gefüllten 
SBoIumeu, betfen i8afl8 auf bet @bene ay ift Mmitn^, unb 
bejeirfine feinen SEBett^, todijtv eine Function t)on x fein 
lüitb, mit ». SBenn bie Sfbfcijfe op obet x um bie unenb^ 
{vij f (eine ®Töf e i2a?, in bet ^igut but(!^ pf batgefküt, }u« 
nimmt fo tpitb ba8 SScIumeu v um einen glei(f)fall8 un« 
enblic^ Keinen S^eil june^men, beffen S3aft8 in bet Sbene 
xy ifl mintntmt, Dlefft S^eil entfptit^t alfo bem 3)ife=» 
tentia( A>3 unb au8 htn 93etta(^tungen im anfange biefeS 
Wbf(^nitt8 gel^t^etDot, ha^ man ^at 






<fe) 



unb baf hat ganje SBoIumen, )?on melc^em bie Sigut 
Jf0ii Nmt bie S3a{t8 ift, au8gebtildt mitb butd; 






9Ucoitt, ^if.« unb Sntegralr. $aub. I. 
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^0 XXtX. Uf^lHtf. 

SS fjatAtlt f^ j[e|t no(^ ttm Nn anal^tifriK» SCod^ruj 
bitfed X)ifetentiale ife, b. ^. b(S unenblt^ nekien S^eild 
öen bem gefiii^tcn tBotumeit, beffen JBafiö ijl miiiin^fli,; 
mel(^c5 ©ifferenttal ölfe nit^tö «nbereö ijl als eine ® c^ic^t 
^if^en jtrei @&enm, bie. par^Ver mit ber gbene yz mb 
to beti ffbflänben « tmb x-^dx üon biefer gbene liegen. 
9Wön betrachte einen beliebigen ^luift w ber ßinie »ii «ij 
e^ fei y bie Soorbinate pm blefes ^unftö, unb z^fXx^y) 
Ne Itjm juge^örige Drbitwte ber Slätfce, burt!^ wellte 5tr 
Ädrper begränjt »irb. a)ie 31*^ Wjftiwi bttbet bie ®afiö 
ü0n. einem S^e berienigcn Ot^ic^t, um beim SSe^Rmmuttg 
es fic^ ^anbelt, unb biefar 5E^eit ifl öugenfe^inlic^ eine 
?hmction üon pm ober y, SBenw y um bie unenbfic^ Heine 
®tö^e rfy, in ber gigur mfi, junimmt^. fo tcirb bet in 
Siebe pe^enbc Sl^eil ber ©c^idEjt, beffen 85aft6 ifl m^n^ym, 
ttm einen unenblit^ Keinen Stöumt^eü bet jweiten Orbnung 
rbat^fen, tt^eld^er ba^ 9le(j^tedf mviifA jur fÖÄJlS ^oft. 9fber 
biefer JRaumt^eil ifl offenbar jtt>ifc^en jwei ret^tnrinfligen 
yridmen enthalten, beren gemeinfd^nftli^e 95aft9 ip mvn]i, 
unb Don benen baS eine bie ffeinjle, wnb baS antere bie 
gtöfte bon ben üier Drbinaten jur C)ö^e I>at, weWe itn 
oiet fünften m, v, «, ji juge^örew. Unb bö biefe beibtn 
§^ö^en fl(^ Don ber Drbinate z be8.^unfteS»»imr^m ein 
unenbltc^ Älerneö unterf^eiben, fo muf tftaft fie ime gfei^ 
Ä anfe^en, unb folglid^ ba« ^obmt rfit.d^.is «16 btnlh^ 
bnuf beöjenigen Buwac^fee nehmen, meldten ber S^eif fcer 
@(^id)t; beffen 95afi8 maiiirm if, erfährt, fobalb y um J^ 
größer trirb. 3Jtan wirb alfo biefe ©t^it^t felbfl betrachten 
ttrte bie @umme einer uneubfid^ großen 'MiijO^t tJödi SDiffe* 
rentialen tjon ber Sonn dx.dy-z, in benen rfa? du gemein^ 
fd|aftU(^er conjlanter gactor ifj. ^ierauö folgt, ba^ 5a§ 
Sntegrcil dxfzdy, jtoift^en benjei\igen beiben ®rän§en ge- 
nommen, irelt^e ben fünften m, unb m, entfprec^en, b. 6. 



t)ou btm a^ium^n ber gefud^ten (Sd^id^t nur um ein un« 
tnblii) SUm^ btx gtoeiten Dri^nun^) aimiiit, fd baf m<i«t 
iit^& U%ittt im ätergteii^ ju bem SSoIumen fettf}^ toerc^ee 
ein nnenbHc^ ^tnnwd btt ttftm Dtdnung i% ^ruac^Ufftgeti 
borf. aRan loitb alfo fe^n 






unb mcnn man biefen SBert^ in itn obigen SfuSbrinf für. 
V fubfiituirt, fo fommt 

zdy 



xJ ^9 • c/ .Vi 



ola attflmeiner ^«fibrudf für ben St)cü bea flefud^ten Sßo:* 
lumen, n?e[(^er jmifc^eti jn^ei @benen ^nU^alten \^, bie in 
ben 2rbflänbe.n x^ unb a? twm 5fufan9f|)untte ber Soorbui 
naten )?aralle[ {u ber @bene yz gelebt n^orben jinb. 3)nr«; 
nud enb(i(^ mirb 

ix I zdy 

^0 J Vi 

afe Sfujbrutl für ba^ gnnje SJoIumen/) 




*) ^ov !ann rbtnfo^ mit in ber tSivmedung; Seile 349, btefetii 3m 
Kgcatr tn a^gemeäiert (S^tdi grben 

d^ / dy 1 dz Qter / / / dxdydz^^ , 

\»v im .ftSgtntifilteit -^ie (^rott^en i&j unb ^^^2 5^^^ Sunrtionen oon jt 
unb y, unb bie (Drängen yi unb yj S^^i Functionen Don :r ftnb. 
X)er ^udbrucf bebeutet in btefer $orm eine @ummirung ber unenb» 
!i(^ Wehten Äötperelentente- <fedy(fc in einem brcifac^en Sinne j gu« 
erfl eine ^nntmirung im €5inrte ber z, ttjobei dx unb rfy atö ron» 
flaute gartoren unberührt bleiben s fobann eine ©ummining ber gr« 
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S)ie gefutibemn Formeln .Reifen bopptlU beflimmte 
Sntcflrcilc, mil M t^« Sntegration auf bie 6eiben Set* 
attberliii^en x utib y crjlreÄt. 3§r SBcrt^ ifl immer buri^ 
bit bisher gegebenen SStetl^oben ju flnben. 9la(^bem man 
nämlid) far ä feinen SBert^ fix, y) an bie Steffe gefefet 
^at, nimmt man in 93e}ug anf y ba8 unbefHmmte 3ntegra( 
ff{x,y)dy, inbem man x wie conjlant anpeilt. 3)iefe5 
3nt^gral muß fobann jmift^en ben ®ränjen yi unb y, gt^ 
nommeu werben; unb ba biefe ©ränjen gegebene ^nctiotien 
t?on X jinb, fo wirb ba^ fllefultat eine Function tjon x 
allein werben. ®8 fei * (x) biefe Sunction^ fo f)at mou 

fiftlieflii^ nod^ bad 3ntegral I ^(x)dx gu nehmen. 

2Jlan bemerft übrigens leicht, ba^ in bem SBert^e eines 
btjppelten beflimmten SntegralS nichts geänbert wirb, wenn 
man rütljt^tlit^ ber beiben 93eränberli(i^en bie Orbnunfl 
ber Sntegrationen umfe^rt. SOtan ^at immer 

dx I zdy= I dy I zdx, 

worin Xi unb x^ biejenigen beiben SSJert^e üon x, an^t- 
brücft bur^ y, bebeuten, welche man au6 ber ©feic^ung 
ber 6uroe MN jie^t unb welche refp. benjenigen beifcen 
Steilen bicfcr Suroe angehören, bie baB Sntrgrör im Sinne 
ber X begränjenj wogegen yo unb y« bie beiben aufcrfien 
SBert^e bejeit^nen, weltfte berDrbinate y berfelben (Suroe p^ 
fommen. 68 ip nämli^ flar, ba^ ber eine wie ber an5ere 
biefer beiben ?fu8brü(fe ben SBcrt^ bed gefüllten IBoIume« 



ttonncnen (SUmmtt im etnne bn y, loobet dx un^rrfi^rt HriMi 
unb enMi^ eine eummining brr ^uU^t griponncnen (Krmciite in 
€5mnr ber x. 



•rotnetrifd^e VtttonilMtttgni. 873 

borflellt, OTer man baxf nidbt nu8 6cn 9f«flen Detlitren, 
5nß bif Sfniofnbuno btx in 9te5e fic^rnbcu ?fue6rütfe im 
ottflemeinen t?oraii§fefet , bflf feiner t?on ben SBert^en ber 
Drbinnte Zr innerhalb ber Oränjen beS 3ntegral9 unenbli^ 
flrog »erbe. SCBflre biefeS bageflen ber gatt, fo baß jur 
Vuffinbung bed dntegrafS bie SSorfc^riften beS §. 306 in 
Äraft treten müßten, fo würbe bie ©ültigf fit ber üorfle^ens^ 
ben ®Iei(^unfl n\i)t me^r verbürgt werben fbnnen. 

§, 336. SEBenn bie OberfTäc^e beS Körpers auf ^olar^ 
coorbinaten bejogen werben foff, fo betrautet mnn bie Sage 
irgenb eines ^unftS m, gig. 53, wie gegeben 1) bnrd) bie 
gänge r beö 9labin8i?ector om, welcher vom ?fnfang8j?nnfte 
ber Soorbinaten nad^ biefem fünfte ^infü^rtj 2) burd} 
ben SBinfel (p, welchen bie ^rojection om biefeS 9labin8s 
Dector auf bie ßbene xp mit ber ?f(^fe ber x einfc^Iießt^ 
unb 3) burd^ ben SBinfel t}), welchen berfelbe 9labiu8t)ector 
om mit biefer ^rojection bifbet. S)ie DberfTäc^e be8 Äbr* 
perd felbfi wirb gegeben buri^ eine ©leic^ung t)on ber gorm 

r = f(if, 1})). 

Um ba^ ^rob(em ber 3n^altdbe{limmung in ber nßt^i^ 
gen Allgemeinheit }u be^anbeln, fuc^e man ben 3n^alt 
einee ÄegelS, bejfen ©pi^e im fünfte o liegt unb bctfen 
©aft8 ein gegebener S^eil ber Dberpäc^e be8 ^ör})er8 bilbct. 
S)er Umriß biefer 83afi8 muß fejlgepeat werben , unb bies 
fann baburt^ gef^e^cn, baj^ man angibt, ba^ irgenb belie== 
biflen SCBert^en be8 SBinfeW cp flet8 jwei baDon ab^ngige 
SEBerbe ^i unb i|>i be8 Sßinfcis tt> angehören foDen, bie 
fjid) refp. auf jwei fünfte biefc8 Umriffe8 bejie^en, Don 
benen ber eine in bem unteren 9(rme unb ber anbere in 
bem oberen 9frme bcSfelben entbaften ifl. 




XXIX. «H4HM. I 

Sid 53 ^e fti non m iigtnb tin ^utt | 

in txr O&nfta^t bt& ^&tptv&y Im . 
bit ScctMiiattn <p, i|> iiiib r jii^cs 
^6t(n. SRüBi nt^me an, tp roarfife 
um (j(p, D^rt ia (rr Signc um btn 
!föinfrl m'o|i' j tmt) 4> iva^fe imi | 
rfi[>, pbn in fcet Sifliir um bm 
aBintrl «nw. CCabiirc^ fommt ein 
|}t;raitiibciltfi^tt 6t(iiim jir <Stonb(, | 
tejf^eii @pi|^e iin ^lI o liegt; unb ireim mnn burd« beii 
*Pim(t ffl fine gbtne m^troinfn)] niif l)en SHiiMueDectur om 
(e)}t, fo bKbft ba3 in tiitfei (Ebnit ent^alttiie ^ei^ttcf m]ua I 
Me (Sniiibf[i'i(^t 5er genannten ^t^ramibe. X^Je <3ttte nji 
biefeg fllei^tetfe ip glfii^ t^tev ^rcjettion mV' auf bie 
ßbenej!^, iinb bti om'=rcus»fi ifl, fü luir5 m]i=rcos^dif. 
X)ie ©cite «v beefelßen 9tec^tetf6 ip flleic^ rd»]). Sofflitdi 
luirb biid Slolumen bet in ^ebe fle^enben ^^ramtbe 

ober 

1 <f(p. diti.!" cos ijt, 
tinb e9 i|t fliir, biip biiSfelbe Con iJem SJoInmen, meläitS 
jniififtcn ben ©eiteiiftfidjen berfetten sp^rnmibt tmb bn 
Obtx^Mjt bee fiÜrpcriS entf^atten i(l, mir um ciii unniblii^ 
Äfeinee bnr fcritten Crbniiiig ntiiüetf^t. 

ffSJenn miin mm erfienß biiB Sntegmt nimmt 



'idif I d 



. r' cos i(t, 



fo eröätt mmi biia Solumea bet IVürperf^idjt, lue^e jiui= 
f^en iiüti ©benen enttjaUen ip, bie bnr4 bie Stdjfe ttt z 
gt^en mib bie @l)ene iry in bfii i^iiiien om mib oji' f'^nei; 
ben. 



Oeomclfiffl« WtimfttlHtttgeti. 3Tft 

WSe?\n man jtvritend 5a6 Stttegral nimmt 

di}).r* COS i}), 






fü erijält man t)a8 S3oInmen Don bemjenijjen 3^;eifc 6cS 
fförpera, mcl(^er jmift^en jmei ©bentn entf;a(ten i|l, Me 
hwxä) t)ie 2(d?fe ber z gcljen unb mit ber (SOcue xz bie 
SBinfel <fo nnc (p cinfc^Uepfn. golglic^ trenn- (p© nnb <()« 
ben tleinftcn nnb bcn größten SSert^ bea SBJinfelS (p bejeic^* 
neu, trcldje bcr Safla bcQ gefachten Äegel8 angetjörcn, fo 
timb ba6 ganje SSofamen beSfelbcn bargefleHt tücrben burdj 



dcp / 



rfi[)* r' cos i[). 



3Me SBerttjc biefcr boppclten Sntcgriile werben aagen- 
fc^einli^ auf biefelbe SBeife gefunbln, meiere am ©djfnffe 
bc6 üorigen ^Paragraphen miS einanber gefefct trorben iji, 

§. 337. Siegt ber ^ot im Smtern M Körpers, • utifc 
tvnd man bm SBertf) Don bem SSolumen be8 ganjen Äör« 

per8 auSbrütfen, fü Ijat man — y»nb-| al8 bie (Sränj- 

merttje be8 SBinfela i}>, fo rt?ie ntib 2jt afa bie ©tänj* 
wert^e beS 8Binfel8 (p ausuferen. 33er ?fu6brurf für biefeS 
SSoIumen wirb alfo 



3 



JT ^11 



rfi|) . r* cos t}). 



§, 338. Um eine Sfntüenbung bicfer affgemeinen gor^ 
mein ju geben, fiii ba^ Söolumen b^a (Sffipfoiba ju btfKm* 
men, bejfen ®Ielc^nng in 93ejug auf feine Werfen ift 



376 XXIX. «Ibf^iiitt. 

»0 a, b, c bie brei ^albac^fen beö ®ffi|>foibS öebeutcii, 
toelc^c refp. mit btw Sfc^fen bcr a?, y, z jufammcnfallcn. 
' a5ie ©c^nittÜnie bcr Dberflät^e bcS Äörperö bind) bie 
ebene ay ^at j«r ©fei^üng 

nnb biefer SBert^ bejtäiijt bm Äörper im (Sinne ber y. 
!©ie OränjeTi beS ÄörpcrS im ©iinie ber x bilben bie ?[b:^ 
fciffen a?=— a nnb a?=fl. Sflfo wirb bfl8 Solnmen ber 
^älfte bea ©dipfoibö, wcicte oberfjalb ber ©bene ay liegt, 
anSgebrüdPt bnrc^ ba8 boppelte Sntegral 

_4t/l_£i 

wofür mati f($rei6en fann 
9lun f)at man erfüend 



/ 



— J7>) 



wei{ bie linfe @eite biefer ©lei^nng augenfd^einflc^ bie 
Stäche eines ^albfreifeö barffellt, beffen §aI6mejfer ijl 

y flT^ * ©obann bleibt no^ baB Sntegral ju nehmen 



§. 339. S)ie üorflc^enbc türmet gibt, in UebereinPini:' 

mung mit ben befannten geometrifti^en @S|}en, ~ a' für bnd 

Solumcn einer ShiQtl, beren ^albmeffer n ifl. DiefeS 9le* 
fu(tdt fiinn man aber anc^ auf einfache SEBeife burc^ bie 
Formel bea §. 337 flnben. S)enn ba Ht ®U\d)\\\\Q ber 
Oberfläche ber jtuget für ^o(arceorbinaten bie einfache ®e« 
fiart f^at r=a, fo tvirb ber VuSbrutf fOr baa SBohimen 

K 

Vber man l)at erflena 



n 



/# 



. COS t{) = C -}- sini{>, woraua / ^ rfi|).cosi|> = 2} 



unb fobann 

3 



/ j 4» , 



7. SM<>^ ^n Bta^cft Don beliebiger ®efloU. 

§• 340. Sie allgemeine SSerec^nnng bea 3n^a(ta einer 
ma6)t, beren ©leicfyung in S3e}ng anf rec^tttnnfüge Qjovx^ 
binaten fei 

IjanQt t?on A^nlid^en S3etra(^tungen ab toit im §. 335. 2lebe 



T • 



f^H^^wl^ W'^^BWI^W'» I 



?fufga6e biefer Wtt, irclc^e üorgflegt merben tanu, Iä|t fi(^ 
auf Mt 8Sefl{mmung.,t>e8 S5Bertt;9 pon euicm folgen ^[}ciU 
einer Slä^e jurfttffü^ren , tüefdier burd) einen Umriß bc^ 
fltönjt wirb, b€f«;n ^iJiectioM auf bie (g%tne oy bur^ bie 
Surüe MN, gig. 52, gegeben ifi. SRit S3eibe6artung ber 



Sfig, 52. 




ffiejeic^nungeil be9 §. 335 fei v ber 
SBert^ beö in Siebe jle^enben t5Ia= 
c^ent^eifd; fo ba^ v eine befiimmte 
gunction ber Sfbfciffe' op ober o? 
.barfiettt. 3)ae.3nteri?afl pq fei ir, 
nnb ber %l)C\\ ber gefuc^ten gfni^e, 
weld^er in mjfiinaina auf bie (gbene 
ay projicirt erf^eipt, fei dv, SWan 
^at fobann al9 SfuSbrudC für o 






dv, 



nnb als 9fn8bru(f für bie ganje gefnd)te fjlädje, wel^e in 
MmiNm^ projicirt tff, 






^r. 



Sfber bie in miii^iism, projicirte SIäcl}e ifl bie Summe einer 
nnenblid? großen Sfnja^il t?on Elementen, üon benen eine§ 
feine ^rojertion in mvn\i ijat, einem Jfte^tedf, bejfen Seiten 
jtnb mv = dx nnb mii=zdy. 3lnk tüyalt man ben Sfnö- 
brntf für ba8 in 9tebe fle()enbe (Slement ber glätte, menu 
man bemerft, ba^ bie gegebene Sliithe innerhalb ber ?fu8' 
beljnung biefeS ©lement^ f ann alt jnfÄWinitnfallenb ange- 
feuert »erben mit ber berü^renbcn (Sbene in bemjenigcn 
fünfte ber glätte, bt^en ^ojectio^ii m ifl, ferner ijl ber 
änljalt einer beliebigen in einer @bene enthaltenen Sigur 
Jeberjcit qUH) ber ^rojection biefer Sigur auf eine jmeitf 
(Sbene, biüibirt burd^ &en(£o{iima bed S^eignngditinfete beiber 



» i • ' 



»ßmaiki^t Mti^tmtihwHßn, / :-: %^ 



ebenen. Solglir^ toen« jiifln miß §. 217 ieu SfuSfcnirf für 
5en '€^tnnß ted SBinldd ui;iimt, ben bit pnüffxmb^ @6«ue 
btx QtQtifmm ^läi)t mit ber ^bene ary einfc^Iic^t, nämfidj 

fü crfjätt man ^lugenfe^cinfic^ für bat gfement fecrgfAdje, 
wefe^eS in bem 9te^tedf mvnyi projicirt erfc^eiut, fcen Sfnöbrucf 

5)aira«ö folgt, mit ^ßernaf^Iaffißung einer uuenblic^ 
fleinen ®rö^e ber jmeiten Drbnunfl, 

mo y, nnb y% bie Drbinaten pmiunbpina bcbenten, n?eld)e 
als gunctionen ton x ßegebeu jinb. 3Rit[}in nnrb ber 
?fu8brn(f für benjenigen S^eit ber gefui^ten' 3läc^e, bejfen 
^rojection Mm^mt ijt/ 

unb enblii^ für bie ganje Waä^t 

2Jlan fann bemeifen, ba^ wenn man in biefem 2fu6bru(f 

dz dz 

— =0 unb j^=0 fe^t, man lieber ju bem SfuSbrudfe bes 

§. 317 für benSntjalt einer ebenen glätte, beren Umriß burd) 
eine ©leic^ung jmifc^en x unb y gegeben x^, jurüdFge(airgt, 
§. 341. ?(Iö ?fnwenbung ber öorfie^enben attgemeiiien 
gprmel möge ber Sn^alt einer Ängelffäc^e gefudjt merben, 
beren ©leic^ung ijl 



9S0 XXIX. Vtl^nUt «eotitf Mf4e nnwtnhun^tn. 



ir*+y*-j-z*==a«, ober »==|/a* — a?* — y*, 
wenn man 5en ?fnfanfl8punft ber Soorbinaten in ben SHit- 
tclpnnft Icflt, nnb unter a ben §aT6meJTer ber Äugel Der- 
fle^t a)iefe Oleic^ung gibt 

dte X dz y 

ds ~ y^iiZ^TZy ' dy ~ y^aaUJiZI^^ 

unb ble SBegränjung ber ^l&äjt im (Sinne ber y wirb burii^ 
bi.e Oleidjung gegeben 

a?»-[-y*=a*, ober y=Kfl*— ^*/ 
mli^t htm Turdifc^nitte biefer ^l&äjt mit ber (Sbene ay 
angehört. SDlan erhält alfo für ben 3n^alt ber falben 
Ängelflät^e, meiere oberljalb ber 6bene xy liegt, 

ot)tr 



J —11 c/ 1/"^ 



«ber es ijt 

/ ^ ^ r ^Ä C + aresin -— -j! 

folglich mit Äuipti^t auf bie angejeigten ©ranjen 



/ 



^^ = Jf. 



@9 bleibt alfo fd^Iie^üd^ noci^ bad Sutegraf ju ne(;men 



a% 



f-."' 



bt^tw SBertt) ifi 2a«jt. golglic^ ifi Aa^n ber 3n^rtlt fcft 
ganjen ^ugelfläc^e. 



3ttfä|e. 



I. Set 9ttft htt Zai^Iot^f^eti tmb bev fHartottriti'fdlleit ftei^e« 



(Sauc^9 ^öt bcn {Refi 5er %a\)lox'\ijtn fo »ie btr 2Jlac* 
laurin'fc^en Steige unter einer neuen 8orm bargejlefft, wel^e 
man auf folgenbe SBeife er^öttett fann. 

SRan be}eic^ne mit (f(z) bie ®xbft 

,_^,.)_€^V-(.)_«=^V"(.,...,_^g_^".(.,, 

meiere fOr z^=^s oetfi^n)inbct. SSiffenntttrt maninSfiug 
auf z unb Uft biejenigm ®Iieber ^tntoeg, totUft {i(^ ge» 
genfeitig aufgeben, fo fommt 

Aber ba Ä = « 4" (* — *) iP/ f^J ttf)&lt man bnxi) 
STntDenbung ber Sa^Ior'fc^en Steige, inbem man biefelbe 
auf i»ei ©lieber befdjrSnft, 

<p (Ä) = (()(a?)+(Ä— d?) v' [a?+ei (ä — a?)], 
100 6i eine itoifd^en unb 1 enthaltene 3af)l bebeutet. 
Sßegen y(^)s=0 rebucirt ^i) biefe ®Iei(^ung auf 

unb mtnn man fär bie. Function ff' i^ren obigen 98ert^ 

fefet, 
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ober anä^, inbem man für 61 fc^rcibt 1 — 0, fo ba^ 9 glcic^^ 
falls eine jtüifc^eu iinb 1 enthaltene 3a^I bebeutet, 

•p« = T=533yV^"^ [*+«(--*)]• 

©efet man für <p(ä) feinen SCBert^, fo ^at man 

+1,2^ (»-1/ Wi-1.^3 („^tjA lÄ-hW(« a)J. 

J)ieS iji 6ie Snl^ror'f^e Steige mit' i^rcm Steffe. 
©efet itirtii hierin « = 0, fo f)at man 

^^(.)L/(ö)4-|/;(o)+^r(o^ 

TiÄ~(ff=Tr' ^^'^^• 

3)U9 ifi bie aHttlaurin'ft^e Slei|e mit i§rem Slefk. 

®ic* ^itr gegebene iForm- füri ben 3le|t ber Sa^ror^i^en 
äbil^ fonn ost^jiajtt' gt&audil .notdüen^ bte:ittbfn §§.99 
imb 101 mir itni»fiipänt)tB QtQ^mmSäieimift ju ergäajen. 



• 4 



* * 



II. fdtüä^t, toeld^e tttttei: bie gontt — falfon. 



•*i^-^«MMa>i« 



*SBenn eitt ffiruc^ 

Pix) 

fflt'emen b^fonbeten SBett^ rf ton ir? bir goriÄf «wrimmt, 
fo fann man nat^ §. 94 ac. bm wahren SBert^ A biefeS 



3«fl|e. 168 

©tui^ia firttcti, nottm tnmi für btnfiBbtn bm Guottctitcn 
ber 5erit)irten Functionen Don Basier nnb Steumt; b. ^. 
im f&xndj 

f (^) 

ön bie ©teile fe^t , unb in biefem ^xix^z no =^a xotthtw 
I5pt. S)iefe Siegel bleibt aber aud) in bem gaHe anmenbs: 
bar, wo bct gegebene S3ru(^ fi\r ben aEBertl; a? = a unter 

ber gorm ^ erfc^int. 

Um bir6 ju betütifen, fe^e rann , . 

1 

lüo, in golge ber SBorauöfefeung, Ber 95ni^ auf ber rechten 
Seite ber ®tei(^ung für a?=« bie Sorm f erhält, ©ein 
tra^rer Sßert^ A toirb alfo gefunben, wenn man t)on 
Sanier . unb Jlenner biefes ©rut^ö bie beriüirte Function 
nimmt, tvoburt!^ berfetbe fi^ Dermanbelt in 

_ rw ' • • ^" /" (X) F{x)*' 

unb hierin ir=a merben läft. SJlan erl;ält fobaun 
(59 fei j. 33. ber SBert^ be§ ?fu6brui§ 

X* log 27 

für x=0 JU befhmmen, n als pojttit) üorauSgefefet. SJlan 
lann biefen ^udbrud mie ben Quotienten üon log w bmi) 

1 oo 

-a anfe^en, welche für o? = bie Form— annimmt. S)ie 



8M 3«fi|e. 

Dlffrreiituttiim Don SSifltt lütb »tnntr (ifftrt bflfifflen bfii 
mtien JBnti^ 

totldjtx fftr d?=0 btn 9Bert^ gibt. 
(Se fei ferner ber flBert^ üon 

fftr a?=oo ju beftimmen, « gleii^fallö als pofitiü üornu8== 

flefefet 3)ie unmittelbare ©ubflitution liefert bie Sorm^. 

3)ie Differentiation üon Sanier unb Slenner flibt aber ben 
93ru4 

. 1 

woraitö für a?=oo ber SBert^ ^erüorflel^t. 



^nmerfungen. 



I* 6io Jü^acit QeomelHfii^e ^arfleKuttd^n analytifi^tt 9Mi|r. 



1. SSJertu f(iv) etne fjunction tjori x bejric^net, tod^t 
iiebj} i^rer erften beriDirten tJuncHou f'(ai) tnnerf;nf6 bcr 
©rängen x iinb ar-j-A continuirllti^ bleibt, ft) finbet nnt^ 
§. 85 bie »ejie^unö jlatt 

/(a;4-A) « f(3t) +hf' (a?+eÄ), 

lüo 9 irgcnb einen gewiffen jmifii^en unb 1 ent^altefien 
Sru(^ bebeutet. 35iefe Oleic^ung, lüelc^e bie Sat;Ior'f(^e 
9lei6e mit i^rem Slejle barf}ellt, fobalb man biefe Steige 
mit i^rem erjlen ©liebe abbrechen will, fann auf folgenbe 
SBeife geomettift!^ abgeleitet »erben. 

es fei f{x) = PMbxt 
Drbinate einer Sum, 
beren Sfbfciffe x buxi) 
OP bargefJettt tüirb. 
9Wan ne^me auf ber 
?f bfcijfenac^fe einen Sfb^^ 
\i)nxttPQ=h, fo baf 
Oe=a?+ÄiDlrbiaIös: 

bann f)at man für bie 

Drbinate ^iVbenSfuS^ 
: brudf /*(a7+A), unb man 

erhält au8 ber Sigur 

9«a»<er, 2)iff.* mib Sntegrolr. I.SSanb. 25 
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386 Httnifttnii^fii« 

ober ivenn mau Me <Sef)nt MN jteljt 

f(x + h) =fiai) + h lang NMR. 

9lun muf, wegen 5er üoröu$gcfefeten Sontinuität ber 
Functionen f{x) unb /" (a?), auf bem SBoßen MN iioifc^eu 
ben ynnften M unb 2\r uot^ftjenbifl ^ä) ein ^unft S bcr 
6urDe angeben laffen, beffen Sangente ST parallel ber 
©e^ne JlfiV iji unb folgliti^ mit ber Sfbfciffenad^fe einen 
3Binf el TSU = NMR einfi^Iief t. Die 9f bfciffe OV biefeö 
fünftes S ijl ein 3ioifci^enmert^ jttjift^en x unb a?+k, 
loeld^en man mit jt+Oä bejei^nen fiinU) bie Drbinate 
V8 beöfelbcn ifl alfo gleich /"(x-f-öA), unb bic trigonome^ 
trift^e Tangente bed SBinfeld TSÜ, »eitlen bie ^ngente 
ST mit ber Sfbfciffenai^fe einfc^Iic^t; ^at mithin nat^ bcn 
erflen @ntmidfe(ungen ber S)ifferentiarre^nung bcn SBert^ 
/"(ar+OÄ). aJtan r;at alfo 

tang NMR = tang TSU = f'{x + Qh) 

unb barauS enblit^ 

nx+h)==^f(x)+hr(x+Qh). 

3)iefe ?fbleitung l)at ber im 3a^re 1843 berflorbene 
SRajor ®. ÜB. Sölfiller in feinen SBorlefungen an ber 
SRiritair'9ftabemie ju ^annoüer gegeben. 

2. !5)ie fogenannte Sntegration bur^" Steile 
beruhet auf ber ©leit^ung §. 260 

in weli^r u unb v jwei Functionen ber unabl^fingigen 
SJeränberlid^en x bejei^nen. Diefe ©leit^ung fann geo^ 
metrifc^ abgeleitet werben wie folgt* 

äJlan b^enfe ftc^ in einer @bene jwei auf einanber 



^^^^■^^^^^'^F w ^W^WJB »^^P • 




re^ttoinfßge tf^fen, auf totld^en 
üon i^rem CDurd^fd^nittSputifte 
(lud bH SBert^ oou u unb v ab« 
getragen tvetben. !iDte jufammen«. 
gebörigeii SBett^e üoti u unb t>, 
meiere einerlei !Bert^e ber unab^^ 
gängigen SSerSnberUc^en x tnU 
fpredjen, j. 93. bie 8Bertf;e u = OR 
unb v^OP, fegen bie fünfte Q 
einer Surue Jf ^ fefJ, bereu Soor? 
binaten biefe SBert[)e frlbfl {Inb. 
@u(^t man bie 9(äd}e ber €urt?e ifQ in 93e}ug auf 
bie Sfd^fe ber v aU Sfbfcifj'enadjfe , fo f)at man batuuter 
ben Staum OPQM ju üetßel;en, unb man finbet 

OPQM = fudv, 

tto ba^ Sntegral fo genommen werben mup, baf ed f&r 
p=o rerfdjirinbft unb biö v=OPfiä) erflredt. 

Vber btefe nämliche m&ä}t OPQM ift awäi QMd) ber 
S)ijferenj OPQR — MQR, unb I;ierin fann Jf^Ä angefe^n 
merben wie bie SfSt^e ber nfimlic^en gurte MQ in 93e{ng 
mif bie 9fc^fe ber u al§ 9fbfciffenat^fe, fo ba^ man f)at 

MQR = /o du, 

m bab 3ntegrar jmifc^en benfelben ©ränjen genommen 
»erben muß wie üorljin, alfo Don u=:OM bie t«=OÄ. 

gtun Fann baQ fHti)Ui OPQR auögebrfltft werben 
burc^ ba^ ^robuct au8 ben (Soorbinaten OP = v. unb 
OR = u be6 ^unftea ber SurDe. STIfo ge^t enbtic^ bie 
@leic^ung 

OPQM = OPQR — MQR 

in bie folgenbe mit i(;r ibeutifd}e (S^ieid^ung über 

fudv = uv — fvdu. 

25* 
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^efe Ableitung ifl oon SeiOni} gegeben , in bet im 
Sa^re 1846 jn §aniwt)er jum erpen 2JlaIe gebradten 
@(^rift: Hifltoria et origo calculi differentialis. 



II. Ibit 9iti^t ooti ßagtatfge* 



L S)ie SRei^eii t>on Sat)Ior unb SJlacrauriii, welche 
bie gntroidCcTung einer gegebenen ?5nnction nadj jfeigenben 
spotenjen ber unabhängigen SSeränberlic^en liefern, fönncn 
nur unter ber 5Borau§fe^ting gebraucht werben, bai bicfc 
Function al9 eine entmidfelte Sunction ber unabhängigen 
aSeränberlic^en gegeben fei. SBenn bagegen eine Sfunttion 
in unentn)ide[ter ©eflalt gegeben vorliegt, b. ^. totnn blcf 
eine ©Uic^ting gegeben ifl, totläjt bie IBe}ie^ung jmifc^en 
ber unabhängigen unb ber abhängigen SSeräuberlic^en fefi- 
flellt, fo fbnnen auf biefe niti^t unmittelbar biejenigen £)pt^ 
rationen angetoanbt werben, welche ber ®eixaui) ber 
Steigen öon Sa^Ior unb SJlacIanrin forbert. 6in ?faB 
biefer Sfrt Don fe^r rtelfac^er Sfnwenbung wirb burt^ bie 
©let^ung bargeflellt 

in welcher y al0 unentwidCelte Function ber unabhängigen 
SSeränberfic^'en a? unb z erfc^eint. ßagrange ^at gejeigt, 
rüie man in biefem gaffe ben SBert^ Don y md) fleigenben 
^otenjen ber unabl^ängigen Sßeränberfic^en x entwidfeln 
fönne, o^ne ba^ eö nöt^ig wirb, bie gegebene ©reit^ung 
juoor für y aufjutöfen. 



itaiiifrtiiiigifii. SM 

afloti bejcii^ne mit y , y", y", ic. blc fuceefllötn 
DifferentiafDer^ältniffe btx Siuictiott y In SBtjug auf fcle 
unabhängige 93cränber(ic^e ^ genommen, nnb mit yo/ Po, 
hf yo'"/ K. bicjenigen SEBert^c^ welche bie Function y 
nnb i^re S5ijfercntialüer^ältniffe y', y", y ", w. annehmen, 
wenn man barin a? =* o fefet. 9f{8bann fnnn man nac^ 
5cm gebrfa^e üon SÖlflclanrin bie Sleitjc aufhellen 

in meld)er bie ßocfpcienten yo, yo', yo"/ yo'"/ k. noc^ jn 
befKmmen jinb. Da nun nac^ ber SBorauöfefeiing bie ge^ 
gebene ©feic^ung nic^t aufgelöji ifl, fo ifl e8 unmöglit^/ 
öiefe ßoefpcienten birect ju berechne«. Um fte jn beftimmen, 
nel^me man be8l)alb bie ©Icic^ung y = Ä-f-^Ay) "lieber 
auf, nnb bifferentiire jle fornol in ©ejug auf x all auc^ 
in Sejug auf z. 9Jlan erbäft baburc^ 

nnb Wenn man x auS biefcn beiben ®Iei(f)ungen efiminirt 

y'^t-m- J .(1.) 

Serner [jat mau attgemeiu*) 

^ rf [y7(y)'l 

dz 

unb mit 9läiffl(i)t auf 5ie ©leii^uitg (l.) 

dx dz 

SBenn man jefet bie ®Iei(^ung (1.) tüieberljoft iu33e=: 



•> 3ur Slbfürjung ifl ^ier (/(y))» nur burc^ f(yf bejeic^net »orbfii. 



9W KHNiiAuiitii* 

jug Auf AT blf erentitrt mb babA beßdn^ Mit btt i&Mfy 
^ung (2.) ®e&rau(^ müd^t, fo folgt 

... ^ri'wi ,. /rg'H 



!r= 



_^B^ 



de* 






•ri/«] 



Unb ^ieraiid enblid) bte SQertl^e ter ßoefficieutcH % 
y\t Vo', Wf 2c. btx obigen Steige atjureite«, l)at man 
nur noi) ni)t[}tg in tiefen oerft^iebenen ©feic^nngen dr=0 
)u fffeen. 9Wan bemerfc babei: 1) ba^ für x=0, y=* 
n^irb, nnb 2) baj^ man , ftatt üon einer S^unction oon x 
nnb z baS S)ifferenfia(Der^Aitni^ in SBejug auf z }u nehmen 
nnb baranf bem x einen befonberen SGBert^ ju geben, man 
iuerft bem a? biefen fSStxtf) geben nnb fobann bifferentüren 
fann. 66 wirb nffo 



yo = 



dz 



dt« 






mnpnmmfii« #91 

mb mithin f^tie^Hc^ 

2. 9Wan fann bic üorifle Sfufgabe noc^ uuter einer 
adgemeineren ©eflalt bemänteln, tnbem man bie Sorberun^j 
fleDt, baß mtS ber gegebenen ©(eic^ung 

wrtt^e y als unentwitfelte SuncHon oon a? unb ä barflefft, 
liiert ber SQerK} Don y, fonbern Don irgenb einnr Function 
Don y, welche mit F(y) bejeir^net werben mag, nai!^ fleis: 
genben ^i^enjen ber nnob^Angigen 93erfin^erIi(i^en x ent« 
lüitfelt werben foff. 

2Jlan bejei(^ne mit F\ F" , ¥"\ n. bie fucceffiDen 
SHfferenHafDer^anniffe ber Function F(y) in ©ejng anf 
bie unabhängige öerönberfic^e x genommen, wnb mit Fo, 
Fo', Fo", Fo'", 2c. biejenigen SBert^e, n^elc^e bit Sunction 
F(y) unb i^re a)lfferentialDer§äItniJTe F', F", F'", jc. 
anneljmen, wenn man barin a?=0 fe^t. 9lac^ bcm ße^r^ 
fo^e Don ajlaclaurin ^at man fobann 

i^(y) = n + «^.Fo'+J.Fo"+|^.Fo'"+.... 

unb in biefer 9leil;e ^anbelt e6 ftt^ nun um bie JBejKmmung 
ber (Soefjirienten Fo, Fo', Fo", Fo'", 2c. 

gjlultiplicirt man bie ®Iei(^ung (t.) mit ^ ober ^(y), 

fo erhält man 

''(y)-y=^(y).|.A») 

ober 

F'=«.Ay). (3.) 



ferner f^at man allgemein 

dz 

mb mit »ütffld^t auf bie ©leit^ung (3.) 

ds dz 

SBenn.man je^t bic ©leie^iinß (3.) toiefeer^oU in ©e:= 
}ug auf s biffetentiirt unb babei bef^änbtg bte ©leif^ung 
(4.) beati^tet, fo folflt 



dz 



^.,„-r^H 



n— t 



@e|t man tnblxS} in biefen t)erf(^iebenen ©leicj^ungen 
« = 0, mobur^ y = Ä wirb, fo erhält man 
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FJ =F'iz).f(z) 

'• s — 

P ,„ d»[F{z) .f{t)>H 



* rfs"-' 

I 

iinb mithin ft^fief fid^ 

"»" 2.3 • dz^ ' •••• 

9fuS bicfer 3tci[)e Fann bie tjoriflc trieber Ijergeleitet 
trerbeti, toemi man F{y):^y unb folfllii^ jF'(y)3*pt fe|t. 

3. X)aS SD^eorem Don ßagrange, tüelc^eö in biefer 
legten JRei^e entßaltcn ifi, läßt nodj eine ©rireiternng ju, 
welche ßaplrtce angefleben ^at 9Benn namlit^ bie ®leU 
^itng^ meiere ben Bufammen^ang jtDifc^en y iinb x niia- 
briitft, bie ®ej!att befifct 

fü fann man and) no^ in biefem aUgemenieren f?affe eine 
ftefiebige tJnnction Don y, tctl&jt mit F(y) bejeidjnet werben 
mag, in eine 9leit;e entmitfeln, meldte nac^ jleigenben ^0:^ 
tenjcn ber unabtjftngigen SBeränberlit^cn x georbnet ifi. 
35enn verfolgt man genan ben oben bejeic^neten SBeg, 

25** 



3M ffointfftiiiQra« 

fo wirb man junäc^fl ^nbtn, baf Me @(tiii^ungen (1.) 
unb (3.) ^ier noc^ ungtanbert fortfiefle^en. Solglic^ gelten 
aut^ no^ aDe diejenigen ©Teilungen , weld^e oben büxij 
^Differentiation aus bvc ®(eic^ung (3.) Qe}O0en woüm 
flnb. @ej}t man fo5ann a6er x^O, fo toirb y= 9(2), 
unb Bejei^net man nun }ur 9rbrflr}ung bie fhtnctionm 
F[(p(«)] unb /"[(f («)] refp. mit F,(j5) unb^(Ä), fo erhält 
man fftt bie (Soefficienten ber gefugten Steige folgtniie 
SEBert^e 

Fo =F,(ä) 

Fo' = F.'(z) . /i(«) 

*^» ;&— 

p „, _ <PIFi'(g) .AW«) 
*• Si 



'* Ä= 



ÜRit^in wirb bie gefuc^te Steige felbfl 

F(y) = fi (z) + :r . F/(z) + g . '^'^'^y 

_L^ «p[y.'(»).A(«)«i I 

"r" 2.3 * (fe* "T" •"• 
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lil. WnsetiAierte Bered^ntiitg btt Knt^t ht^mmta Sotfgralr« 



aCBenn qUü) bie SJlet^obe eben fp praFHfc^ wie elegant 
\% meiere 5er SBerfaffer biefeö Zt^xinä)^, im jweiten SBanbe 
§§. 560unb561, jur angenätjerten JBeret^nung ber8Bertt;e 
beflimmter äntegrale mitt^eilt, fc n^irb e8 boc^ jn}etfmä|tg 
fein, ba^ axii) eine SJtet^obe Ijier eine ©teile jtnbe, wel^e 
auf einfacheren SBorauöfefeungen bern^t, inbem ju i^rer 
Sntmltfelung nur bie itcnntniß bed Sa^Ior'ft^en Se^r^ 
fafeee geforbert wirb* 

66 bejeid^ne f(x) eine gegebene Function üon x, 

totläjt Don x=sa bid ««=& feine Unterbrechung ber 

Kontinuität erleibet, unb man forbere bie SBert^beßimmung 

bed Sntegratd 

b 

f{x) ix. 



f. 



"©elt man fttr ben ^Tugenblid 

ff(ai) dx = F{xl 
fo wirb 

b 
f(x)dx^F(jk)--F{a). 



f. 



3erlegt man ferner ba6 Snterüatt 4— a in n gleiche 
Steile, unb fe^t 

fi ' 

fo fann man bie ©ifferenj F(6) —F(a) a(8 bie ©umme 
ber iiS)ifferenienF(ö+8)— F(a), F(a + 28)— F(a+ 8), 
F(fl-|-38)--F(a+2S)^ je. bar^effen, unb wenn man jebe 
biefer S)ifferenjen nac^ ber Sa^Ior'fc^en Steige entwirfelt, 
fo erhält man 



(HiivmfMi§ftt4 



+?r(«) 



1 



+&na) 



F(a4.28)-F(a+8) =8/(a+8) +^/-'(«-H) 4-g/-"(«+8) 



f(a-t-3S)-f(a-|-28) 



8 A«4-28) +?r(«+28)+er'(«+28)- 



f(i)- 



8* 



F(«+n— 1.8)=8/(a-f«-l.8)-f^/"(a4-rt-I.6)+: 
fclfllii^ bur* Sfbbition bitfer ©leit^iingen 



f: 



+/(a-|-28) 
L+/(»4^1.8)J 



+ - 



+/"(«+ 8) 
+/-'(«-|-28) 



L+r(«+«-i.5)j 



+ ~ 



-f/"'(«H-8) 

+/"'(«+28) 

• • • • • • 



-f/"(ii-Hi-1.8) 



Diefe 9fu8brutf 6ilt)ct bit ©runbrage für eine Steige 
üon Sla^erungSformetn, meiere jtd) barnuS ergeben tvit folgt 

1. SJlan ne^me an, bie Snnction /(*> fei ücu ber 
®efc^ajfen6eit, baß innerhalb jebeö ber bnrd^ 8 bejeit^netcn 
Snterürtlle bie SGBerttje üon f(x) uafjt als conjiant gelten 
bürfen, alfo fW^O ju fcfcen feu Sfföbann rebucirt fi 
ber Dorige SfuSbrndf einfati^ nuf 



/. 



f{w) 4be=8 



-K(«+28) 

.+A«+«~i . 8). 



Mä)tx STuabru* jur aUfflcnätjerteii ©ereci^tiunfl cincS ht^ 
ffimmtcn Sntcfltaia fc^ou im §. 304 au8 anbmn ®nin6- 
logen entroitfelt worbcn \% 3« wirffic^n 9lec^imnßcn 
ibirb bicfe Sta^erunaSfotmel faum ju Qtbxan^tn fein, »eil 
bie Sfnna^ernnjg, welche jie gibt, üiel ju gering ip, menn 
man ni^t für n einen fei^r großen SBertt) annehmen »id. 

fiJlan fann ^i) üon bcm ®rabe bn ITnnäßerung, 
roeCt^en blefe fjotmcl liefert, fc^r leitet auf geomctrift^cm 
SBe^e eine SSorfhDung oerfc^affen« S)enft man ^d) nam^ 
li(^ a? wie bie Sfbfciffe unb f{s) »le bie Orbinate einer 
ebenen Surtje, fo bebeutet ba8 3ntegral 



/ 



a 

btn gtäc^enraum biefer Gurüe, welker jttifc^en ben beiben 
Drbinaten f(a) unb f{b) enthalten ijl. 35urd| bie üor* 
fle^enbe Formel mkb aber fttr biffen Släc^nraum eine 
©umme üon 8let^tetfen nn bie (Stelle gefefet, bercn ©rnnb* 
Knien bie ^uf einanber folgenben Drbinaten f{ä), f(a-j-b), 

/•(a+28), ....f(a+ir^i.8) ^x\b unb wel^e fämmtlic^ 
bie ®röpe 8 jur $ö[)e ^aben. SDieft ©umme tjon fSttä)U 
ecfen ifl augenft^einlid) Heiner als ber gefuti^te gfäd^cn:^ 
räum, menn bie ßurüc innerl^alb be8 gegebenen 3nterüaIIe8 
üou a? = « bla ;pc=6 nur fieigt^ bagegen größer, trenn 
bie ßurüe inncr[}atb biefeS 3ntert?aIIcS nur fällt. 

2« SJlan ne^me an, bie fjunction /"(a?) fei Don ber 
83efebaffenbelt, ba^ iitnerbafb Jebe« ber tur^ 8 bejetd^neten 
3ntert?alle bie Söert|e tjon f'{x) mffe confiant bleiben, 
flifp f'\x) = gef^t werben bürfe. 9ff6bann mirb ber 
obige ^?(u8brutf 






/: 



f(x)dx=:i6 



fiß) 

+/tM-8) 
+/|[a-l-28) 



+/(a-|-n -1.8) _ 



8* 



/'(a) 
+/"(«+8) 

+/''(«+28) 



.4-r(«-i-»-i-8)j 



!S>iefe 9ormtI fann noc^ er^ebtii^ bereinfac^t toei&tn> 
ittbem es tnOglic^ i{l (ie SQett^e bet 9unction /' (x) m 
i§t toegjufc^afen. 9Ran ^at nätnli^ naä) btm ^tjlof- 
fd^en 8t|rfa|t, un5 mit Stüi^ijt auf (ie gtmac^tt SorauS« 
fefcunfl, t)aß /"'(a?) == ijt, 

A«+8) -/(«) =8/"(«) 
/(a+28)-Aa+6) =8/-'(«+8) 

/(«4.38)_/(«+28)=8r(o+28) 



/(*) -A« + »— 1 . 8)=8/ '(«-}- ;rT. 8) 

8 
2 



folglich totnn man biefe @Iei(^ungm mit ^ multitifiritt unb 
abbirt 



|[A*) -/(«)] = ? 



2 



2 



+/"(«+8) 
+/"(a-|-28) 



• • • 



+/"(a-h»— 1.8)_ 



Die @u6fHtution biefeö SBcrt^eS gibt 
6 



/. 



f(s)dx>ss8 



+/(«+8) 
+A«+28) 



-+/(H-«-i-8)_ 



8 



+ Tr(/(*)-/(«)] 



flllWCfflUIfCII» 


ober rinfat^er 


/ A»)*p=8 


+A«+8) 

+/(«+28) 







ö[8 Mc gefachte ffia^erunfleformel, irelti^e fd^on eine jlfirfere 
?rnnä^erunfl gibt al8 bie üor^erge^enbc. 

©eometrifc^ audgtbrfidi toxxb Dermüge biefer f^ormel 
ber 93ogen ber gegebenen Surt^e in )ebem ber burd^ 8 bt^ 
jei(!^neten 3ntert)aIIe burd^ eine gerabe ginie erfefet, weli^c 
mit biefem S3ogen einerlei @nb))unfte ^at. Ober mit an^ 
beren SEBorten, für ben gefud^ten ^l&ijtnxanm toxxb eine 
@umme Don Sral^ejen an bie@teDe gefegt, beren paxaMt 
©runblinien bit auf einanber folgenben Drbinaten f{a) un6 

A« + S); Afl + 8) unb r(fl+28), .... /^(a+S=r.8) 
unb f(b) finb unb »el^e fämmtlic^ bie ®r&^e 8 }ur ^bf)t 
f)abtn. !S)iefe @umme Don Srapejen ifl Heiner ald ber 
gefüllte Slät^enraum; wenn bie SurDe i^re concaüe ©eite 
nad^ unten toenbet) bagegen großer, n^enn bie SurDe i^re 
conüejre (Seite nad^ unten menbet. 

3. !Die gegebene Function f(x) fei Don ber ©eft^affen«^ 
^eit, ba^ innerhalb ber burd^ 8 be}eid^neten 3nterDaQe erft 
bie aöert^e \>vn f" (x) mf)z ale conflant angefe^en werben 
bürfeu, alfo f" (s) = ju fefren fei. 3n biefem fjatte 
l^at matt 



"^•■•fWW »^^W^^l^* 



/;^^ 



+/i:«+28) 



L+ZtM-«-! . 8)_ 






) (Im 



4-/"(«+8) 

+/"(«+28) 



L+/"(a+«-1.8)J 



+ 



d* 

2.3 



4-/""(«+8) 

+/'"(«+28) 



-+/""(«+"-fJ 



®iefer 9fu6brwtf fann tuiebcr t?ereinfa^t werben, infcem 
e8 möglid) ift biegSert^e ber Function r'(x),barau8 fort^ 
juf(^affen. 9la(^ betn Sn^ror'ft^en ße^tfafee itnb mit 9lütf= 
pii^t auf bte Sowjiefefcung /"'" («) == ^at man namfi^ 



/(a+8) _/\«) =8/-'(a) 
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8» 



/•(fl+28)-/-(«+8) =8/'(«4-8) 4.i./"(a-h8) 



8» 



/(a+38)-/-(a-|-26)=S/-'(«+2S)+^/-"(a+28) 



8» 



^(6) -/(«-}-„_ J .8)=S/-'(a+« -TS) + 2 /"'(a f»=T.8) 
iinb ebenfi' 



r(«+8) -/"(«) 

r(a+28)-/"(a+8) 
f'(a-\-S8)-f'{a+28) 



8/-"(«) 

8/"(a+8) 

8r'Ca-j-28) 



r(fi)-r(a+«-i.sj=8r(«+«— 1.8) 



8 



foIßUdi wenn man bie erjie biefer beiben ©ruppen mit -5- 



8» 



unb bie jweite mit — j^ muftiplicirt unb barauf abbirt 



flllMI(fflNI§M« 
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I- [/(*)-/(«)]- Äf/w-n«)] 



2 



-f/"(«+S) 
4-A'(«+28) 



_+/^'{a-|-n-l.SX 



12 
+ - 



+/"'(«-l-8). 
+/'"(«+28) 



.+/^(a+n-1.8)J 



3>ie @u6fKtutton 5itfe9 SBert^eS in bnt vorigen VuSs 
&nt(f 0i6t 



/ 






ober einfrtci^er 
I f{x)dx=l 



d 



+i-[Ai)-/i«)]-i^i/'(fi)-rw] 



1^1 



+A«+8) 
+/(a+2S) 



8» 



-Vo[/'(i)-/'(«)] 



12 



ala 5ie flefu^te Sftä^etungSformel. 

2)ie sifnnä^erung, wel^e Mefe Sormef liefert, ifl fd^on 
eine fc^r erl;eblic^e, ol^ne bo^ es nöt^ig wirb für « einen 
feljr flro^en Söert^ ju fe^en, nnb für tielc f?Äffc 5er 
^ta^9 üoQfommen audreic^enb. 

SBaö bie fleometrifc^c SBebeutung biefer SlÄ^erungö* 

Olaöier, ©<jf.' mib 3nte(jralc. I. S3aiib. 26 
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formcl betrifft; fo wirb man leiert crfennen, bof in biefer 
fjormel bvc Soßen bcr gegebenen Surüe in iebem ber bmi) 
8 bejei^neten SnterDalle burc^ ben S3ogen einer ^axaM 
erfefct lüirb, »eitler mit i^m einerfei 2fnfangej3un?t un6 
©nbpuuft, unb jugleic^ im SfnfangSpunfte einerlei San^ 
gente ÖePfct. 35er gefachte gläi^enraum wirb mitl^in ^iet 
burc^ eine Summe bon Wäc^enflreifen bargeflefft, weitet 
aus Dftft^iebenen ^arabeftt buri^ paxaMt ßinien ^erau8^ 
geft^nitten werben, bie refp. ben Sft^fen biefer Parabeln 
paxaM ftnb unb unter ftc^ um bie ®r&^e 8 oon einaitber 
abfielen. 

4. eö errettet leicht, wie man in biefer SBSeife fort^ 
fahren fann Slä^erungSformefn ju eutwidfeln^ welt^e eine 
immer prfere ?lnnä^erung geben. IDa ber ®ang bicfn 
Sntwldelungen [;inrei(^eub aud bem Korigen {t^ ergiefit, 
fo wirb es genügen, ba^ für bie tiäti^jien Satte ntir 
noc^ bie Slefuftate ^ergefefct werben. . 

SJlan ne[}me rXx) als conflant ober f'y{s)=0 an, 
fo erhält man genau wieber bie vorige Sormel, woraus 
^ert orgelt, baj^ bie Oenauigfeit biefer gormel fii^ nod) 
einen @(^ritt weitet erfhetft als bie Vorige (Sntwitfelung 
totauSfe|te. 

SD^an ne^me f^^(x) als confiant iber fr(x) = o an, 
fo erhält bie öorigr Slä^erungSformel noi^ baS ©rgSn^ 
jungSgrieb 

welches, JU biefer gormef abbirt^ bie «fnnS^erung wiefcrr 
einen Stritt weiter fft^rt. 

SRan ne^me r(x) alB conflant ober r'ix) = öh, 
fo pubet man wicber genau bie lefcte fformef, beren ®t^ 
nauigfeit [\ä) mithin wieber eintn ©t^tt weiter erfhretft 
als i^re ©ntwicfelung twrauSfefcte. Unb fo fort. 



Knmerfttttoni. 
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ungemein tDit5 
f[x)dx=8\ i/(ay 

I +/i:M-8) 

+/(a+28) 



+/i;o-|-n— 1.8) 



8» 



*2 



r (*)-/"(«)] 



8* 



8« 



mb)-r(ä)]-^... 



+^2^l/"'W-f"(«)W.,.3.4.5.6. 

mo t)ic Soefpcienten |, Vö/ i;^/ ^c. nickte anbereS jtnb al8 
bic fogenannten SBcrnouIIi'fi^en Ballen (f. §. 535). 

®cometrifti& auSgebrüdt f)at man in dUen biefen gaffen 
für bcn Sogen ber gegebenen Euroe in jebem ber burc^ 8 
bezeichneten Snterüaffe fxc^ ben Sogen einer parabolifc^en 
Eiirüe ber britten, Dierten, fünften k. Drbnung (f. §. 163) 
an bie ©tette gefefet ju benfen, welche mit Jenem SSoöen 
einerlei SfnfangSpnnft unb ©nbpunft f)at unb jngleiii^ mit 
i^m in bem ?fnfang8punfte refp. eine ©erü^rung ber 
jweiten, britten, Dierten 2c. Drbnung einge^t^ 
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